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O parâmetro 𝜒𝑇, um método simplificado recentemente apresentado, permite utilizar 
o período natural de vibração para estimar os efeitos globais de segunda ordem em 
pórticos de concreto armado. Essa técnica parte do princípio de que o período de 
vibração e os efeitos globais de segunda ordem dependem essencialmente da matriz 
de rigidez e da matriz de massa da estrutura, estando, portanto, relacionados. Até o 
presente momento, a aplicação desse método foi restrita a verificação dos efeitos 
globais de segunda ordem apenas em modelos estruturais simétricos. Este trabalho 
visa verificar a aplicabilidade desse método simplificado para estruturas de concreto 
armado com geometria qualquer no plano. Neste trabalho são realizadas análises 
numéricas para variadas configurações estruturais, com diferentes padrões de 
irregularidade em planta e em termos de rigidez, com o intuito de avaliar a 
aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇 em estruturas assimétricas, e que possam apresentar 
modo fundamental de vibração do tipo torcional. Além disso, diferentes hipóteses são 
testadas para utilização desse parâmetro com o propósito de verificar a influência dos 
diferentes modos de vibração das estruturas na sensibilidade aos efeitos globais de 
segunda ordem. Os resultados das análises simplificadas foram comparados aos 
valores de momentos finais obtidos através de análises numéricas não lineares, 
considerando o efeito P-Δ. Observa-se que o parâmetro 𝜒𝑇 apresenta-se como um 
promissor indicativo para estimativa dos efeitos globais de segunda ordem, 
principalmente quando os seus modos de vibração superiores são levados em 
consideração na análise. 
 




The 𝜒𝑇  parameter, a simplified method recently presented, allows to estimate the 
global second-order effects on reinforced concrete frames using the natural period of 
vibration. This parameter was developed based on the fact that both natural period of 
vibration and global second-order effects depend essentially on the stiffness and mass 
matrices of the structure, being thus related. The application this method, however, 
has been restricted to verify the global second-order effects only on symmetric models. 
This study considers an application of the simplified method in reinforced concrete 
structures with any geometry. In this study, numerical analyses are conducted on 
several models with different patterns of irregularity in terms of geometry in plan and 
stiffness. The main purpose of these analyses is to evaluate the applicability of the 𝜒𝑇 
parameter in asymmetric structures as well as that can present torsional modes as the 
fundamental mode of vibration. In addition, different hypotheses are tested in order to 
verify the influence of the different modes of vibration in the structural sensitivity to 
global second-order effects. Results of the simplified analyses were compared to the 
final bending moment values obtained through a nonlinear numerical analysis 
considering the P-Δ effect. It is observed that the parameter 𝜒𝑇 is a promising indicator 
for a simplified estimation of the global second-order effects for concrete frames, 
especially when higher modes of vibration are taken account in the analysis.  
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CAPÍTULO 1 -  INTRODUÇÃO 
 
1.1 – ASPECTOS GERAIS 
 
Impulsionados pelos avanços computacionais e da tecnologia dos 
materiais nos últimos anos, as estruturas em concreto armado estão cada vez mais 
esbeltas e, sendo assim, mais suscetíveis aos efeitos globais de segunda ordem. O 
grande avanço da informática tornou também viável a modelagem de estruturas mais 
complexas, que anteriormente não era possível de serem estudadas sem máquinas 
com grande capacidade de processamento. Além disso, a utilização de concretos com 
valores de resistências superiores a 50 MPa permite a execução de estruturas mais 
altas e, geralmente, mais flexíveis (MONCAYO, 2011). 
Os efeitos obtidos através da análise do equilíbrio da estrutura em sua 
configuração geométrica inicial são chamados efeitos de primeira ordem. Entretanto, 
com a aplicação do carregamento lateral, os nós da estrutura sofrem deslocamentos, 
e a análise de seu equilíbrio deve ser efetuada novamente, considerando para o 
equilíbrio a estrutura nessa nova posição deformada. Os esforços adicionais oriundos 
dessa análise na posição deformada da estrutura são os conhecidos efeitos de 
segunda ordem (ABNT NBR 6118:2014).  
Estruturas mais altas estão sujeitas a maiores valores de esforços 
horizontais, por ação do vento, e a combinação desses esforços com os esforços 
verticais causam acréscimos de momentos significativos, devidos a esse efeito da 
não-linearidade geométrica da estrutura. Como consequência direta, os efeitos da não 
linearidade geométrica da estrutura podem resultar em uma situação de instabilidade 
e, na situação extrema, conduzir a estrutura ao colapso.  
Além disso, as estruturas de concreto armado possuem um comportamento 
não-linear inerente à própria natureza do material. Assim, os efeitos de fissuração, 
fluência e escoamento das armaduras devem ser considerados na determinação do 
comportamento do material. A análise que considera esses efeitos é chamada análise 
com não-linearidade física (PINTO, 1997). 
Sendo assim a estabilidade lateral da estrutura deve ser verificada 
considerando-se os efeitos da não-linearidade geométrica em conjunto com os efeitos 
da não-linearidade física do material. Entretanto, as metodologias utilizadas para 
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consideração rigorosa desses efeitos demandam, muitas vezes, um tempo 
computacional demasiado e, portanto, a grande maioria dos escritórios de cálculo 
estrutural buscam alternativas através da utilização de métodos simplificados e 
diretos, principalmente na fase de pré-dimensionamento dos elementos estruturais. 
Os métodos simplificados adotam aproximações e simplificações para o 
comportamento estrutural, e sua eficiência está condicionada à seleção das 
características estruturais mais importantes. Portanto, são procedimentos simples, 
rápidos e que oferecem uma imagem clara do comportamento estrutural (ZALKA, 
2000). 
Usualmente são apresentadas nas normas técnicas de dimensionamento, 
metodologias simplificadas para avaliação dos efeitos de segunda ordem. A norma 
brasileira ABNT NBR 6118:2014 permite estimar os efeitos globais de segunda ordem 
a partir da utilização do parâmetro 𝛾𝑧. Todavia, apesar deste parâmetro ser utilizado 
pela maioria dos projetistas no Brasil, a sua utilização possui certas restrições para 
diversos tipos de geometrias de edificações. Além disso, o cálculo do parâmetro 𝛾𝑍 é 
realizado assumindo-se que o modo de instabilidade da estrutura ocorrerá somente 
por translação na direção horizontal, para cada direção considerada.  
No entanto, estruturas com geometrias assimétricas podem apresentar 
como primeiro modo de instabilidade uma rotação em torno do eixo vertical, sendo 
este conhecido como um modo de instabilidade torcional. Nesses casos, a análise de 
estabilidade por meio do parâmetro 𝛾𝑍 pode não ser suficiente para avaliar a estrutura 
(VIEIRA et al., 2017). Portanto, para utilização do parâmetro 𝛾𝑧 é necessário também 
realizar uma análise que identifique o modo crítico de instabilidade da estrutura.  
A estabilidade global de um edifício é influenciada principalmente pela 
rigidez lateral e pelo peso atuante na estrutura (FEITOSA e ALVES, 2015). Baseado 
nessa ideia, Statler et al. (2011) demonstraram que é possível avaliar a 
susceptibilidade aos efeitos globais de segunda ordem em estruturas metálicas 
utilizando-se como base o seu período natural de vibração. Essa análise é possível 
visto que as propriedades dinâmicas fundamentais de uma estrutura são também 
dependentes da rigidez e da massa da estrutura.  
Recentemente, Reis et al. (2017) apresentaram o desenvolvimento do 
parâmetro simplificado 𝜒𝑇. Esse parâmetro utiliza o período natural de vibração da 
estrutura para estimar os momentos finais, considerando os efeitos globais de 
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segunda ordem, através da amplificação dos momentos de primeira ordem em 
estruturas aporticadas de concreto armado. Contudo, os resultados obtidos nesse 
estudo apresentaram valores consideravelmente conservadores em relação aos 
valores de amplificação de momentos dos pilares mais solicitados das estruturas. 
Além disso, as análises realizadas por esses autores envolveram a 
utilização do parâmetro 𝜒𝑇  apenas em estruturas com geometrias simples, que 
apresentam simetria em seu plano e que não possuem nenhum tipo de irregularidade. 
O termo irregularidade está presente na ABNT NBR 1542:2006 para caracterizar 
estruturas com diferentes padrões de configurações estruturais no plano e ao longo 
de sua altura. Dessa forma, as características das geometrias utilizadas no trabalho 
de Reis et al. (2017) divergem completamente dos padrões apresentados pela maioria 
dos edifícios projetados. Os modelos estruturais idealizados no Brasil, geralmente 
apresentam diferentes padrões de irregularidades, dentre os mais decorrentes, podem 
ser mencionados: 
 
  As estruturas assimétricas, que por não possuírem simetria no plano, 
geralmente apresentam excentricidades entre o seu centro de massa e 
o seu centro de rigidez. Nessas estruturas, surgem momentos 
significativos de torção. 
 Estruturas que apresentam variações de rigidez ao longo da altura. 
Nessas estruturas, essas variações podem ocorrer devido à uma 
alteração brusca de geometria entre um pavimento e outro, ou até 
mesmo devido à variações nas seções dos elementos estruturais. 
 Estruturas que possuem elementos de contraventamentos não 
paralelos ou simétricos em relação aos eixos principais. 
 Estruturas que apresentam recortes excessivos em sua geometria.  
 
Portanto, é fundamental que uma quantidade maior de análises sejam 
realizadas para a validação desse parâmetro, principalmente a partir da consideração 
de modelos estruturais que realmente apresentem um comportamento mais próximo 
da situação real.  
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Em relação aos resultados relativamente conservadores apresentados pelo 
parâmetro 𝜒𝑇, existe uma necessidade da realização de mais estudos que possam 
identificar artifícios capazes de aprimorar a resposta deste parâmetro.  
No âmbito da dinâmica das estruturas, um método bastante difundido é o 
método da superposição modal, em que a resposta da estrutura é obtida a partir das 
contribuições dos seus vários modos de vibração. Dessa forma, uma alternativa para 
o aperfeiçoamento do parâmetro 𝜒𝑇 pode estar relacionada com a consideração dos 
modos de vibração superiores da estrutura. 
Nesse contexto, o presente trabalho propõe um estudo referente a 
utilização do parâmetro 𝜒𝑇  em estruturas de concreto armado que apresentem 
diferentes padrões de irregularidades em planta e na vertical. Abrangendo dessa 
forma, a grande maioria das estruturas projetadas no país e verificando os limites de 
aplicação desse parâmetro simplificado. Além disso, uma série de hipóteses são 
desenvolvidas e verificadas, com a finalidade de verificar a influência dos diferentes 
modos de vibração da estrutura no comportamento do parâmetro 𝜒𝑇 
Diante dessas considerações são apresentados, a seguir, os objetivos 
deste trabalho. 
 
1.2 – OBJETIVOS 
 
O presente trabalho apresenta um estudo com intuito de verificar os limites 
de aplicabilidade do parâmetro simplificado e complementar a pesquisa realizada por 
Reis (2016), em que o parâmetro 𝜒𝑇 foi apresentado como um método simplificado 
para avaliação dos efeitos globais de segunda ordem em estruturas de concreto 
armado a partir da utilização do período natural de vibração. 
Dessa forma, o objetivo principal deste trabalho é avaliar a aplicabilidade 
de um método simplificado, baseado no período natural de vibração, para avaliação 
dos efeitos globais de segunda ordem em estruturas irregulares de concreto armado.  
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1. Avaliar a aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇 em estruturas que apresentam 
irregularidades em planta e em termos de rigidez, analisando assim os 
limites de aplicação do parâmetro. 
 
2. Verificar a influência da direção do modo fundamental de vibração da 
estrutura no comportamento do parâmetro simplificado 𝜒𝑇, analisando 
o comportamento do parâmetro quando o tipo do modo fundamental é 
alterado.  
 
3. Analisar a influência dos modos superiores de vibração no 
comportamento do parâmetro 𝜒𝑇. Acredita-se que a consideração dos 
variados modos de vibração da estrutura possam apresentar melhorias 
no comportamento do parâmetro em avaliar os efeitos de segunda 
ordem. 
 
4. Avaliar a aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇 em estruturas que apresentam 
variação de rigidez ao longo de sua altura. Dessa forma, também será 
possível analisar os limites de aplicação do parâmetro. 
 
5. Analisar o comportamento do parâmetro 𝜒𝑇  em estruturas que 
apresentam sensibilidade a torção, ou seja, que apresentam como 
primeiro modo de vibração um modo torcional. 
 
1.3 – JUSTIFICATIVA 
 
As estruturas aporticadas em concreto armado que possuem esbeltes 
elevada tendem a apresentar grandes deslocamentos e, consequentemente, podem 
apresentar problemas de estabilidade. Dessa forma, faz-se necessário o 
desenvolvimento de técnicas capazes de avaliar a segurança e os problemas 
relacionados a estabilidade dessas estruturas e de seus elementos constituintes. 
Dentre esses problemas de estabilidade encontra-se os efeitos globais de segunda 
ordem, que ocorrem devido ao comportamento não-linear das estruturas. 
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Os métodos considerados rigorosos para avaliação desses efeitos podem 
exigir um elevado custo computacional para estruturas complexas e, portanto, 
métodos simplificados são apresentados como alternativas para etapas de pré-
dimensionamento dos elementos. Entretanto, a metodologia simplificada mais 
utilizada no Brasil, através do parâmetro 𝛾𝑧, pode apresentar limitações para alguns 
tipos de estruturas (VASCONCELOS, 2000).  
A validação de um parâmetro simplificado baseado no período natural de 
vibração, para avaliação dos efeitos globais de segunda ordem, poderia auxiliar o 
projetista estrutural na tomada de decisões, principalmente durante a concepção da 
estrutura, e sem que haja a necessidade de se efetuar seguidas e variadas análises 
rigorosas ainda na fase inicial do projeto. Além disso, devido à realização de uma 
análise modal para a obtenção do período natural de vibração, os principais modos 
de vibração são obtidos, fornecendo ao engenheiro projetista uma indicação do 
comportamento global da estrutura face aos esforços laterais.  
Contudo ainda convém lembrar que, até o presente momento, a utilização 
desse parâmetro foi realizada apenas em estruturas regulares e, portanto, ainda não 
foram realizadas análises levando em consideração estruturas que apresentam algum 
tipo de irregularidades. Por último, recorda-se que os modos superiores de vibração 
não foram considerados nas análises realizadas com parâmetro em questão. Dessa 
forma, a aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇 ainda necessita ser estudada. 
Diante do exposto, fica claro a importância do parâmetro 𝜒𝑇  e a 
necessidade da realização de mais estudos para verificação da aplicabilidade do 
referido método simplificado, bem como seus limites de utilização. 
 
1.4 – APRESENTAÇÃO DO TRABALHO 
 
No capítulo 2 é apresentada uma breve revisão de bibliografia, 
apresentando os conceitos relativos às não-linearidades das estruturas, e como 
surgem os efeitos globais de segunda ordem. Além disso, são discutidos os métodos 
mais utilizados para a consideração desses efeitos, incluindo também uma 
metodologia simplificada recentemente desenvolvida, e baseada nas propriedades 
dinâmicas das estruturas, a partir do parâmetro  𝜒𝑇. 
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No capítulo 3 são apresentadas as características dos modelos estruturais 
analisados neste trabalho, e os programas de análise estrutural S4 Sistemas e 
SAP2000 utilizados para a realização das análises numéricas. Neste capítulo é 
apresentada também a metodologia considerada para modelagem das estruturas e 
realização das análises modais e análises não lineares, considerando o efeito P-Δ. Ao 
final do capítulo, uma série de hipóteses desenvolvidas neste trabalho são 
apresentadas para utilização no equacionamento do parâmetro 𝜒𝑇, com a finalidade 
de verificar a aplicabilidade deste parâmetro em avaliar os efeitos globais de segunda 
ordem em estruturas irregulares de concreto armado.  
No capítulo 4 são apresentados os resultados obtidos de 255 análises 
realizadas a partir de nove modelos de geometrias irregulares de edifícios de concreto 
armado. Nesses resultados, os valores da amplificação dos momentos, oriundos dos 
efeitos globais de segunda ordem dos pilares das estruturas são comparados com os 
valores obtidos através da utilização do parâmetro simplificado 𝜒𝑇. 
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CAPÍTULO 2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
2.1 – EFEITOS GLOBAIS DE SEGUNDA ORDEM EM ESTRUTURAS DE 
CONCRETO ARMADO 
 
Sob a ação de cargas verticais e horizontais, os nós da estrutura deslocam-
se horizontalmente. Os esforços de segunda ordem decorrentes desses 
deslocamentos são chamados efeitos globais de segunda ordem (ABNT NBR 
6118:2014).     
As estruturas que são suficientemente rígidas, quando submetidas a 
carregamentos, geralmente apresentam pequenos deslocamentos e sendo assim, os 
efeitos adicionais produzidos por esses deslocamentos são mínimos, podendo ser 
desconsiderados no dimensionamento estrutural.  
No entanto, as estruturas que apresentam uma esbeltez elevada tendem a 
apresentar grandes deslocamentos, e a iteração desses deslocamentos com os 
carregamentos atuantes na própria estrutura produzem efeitos adicionais 
significativos. Esses efeitos, que são conhecidos como efeitos globais de segunda 
ordem, podem levar a estrutura à perda de sua estabilidade e, portanto, não podem 
ser desconsiderados na análise estrutural. A análise que considera o equilíbrio da 
estrutura em sua posição deslocada é denominada análise com não-linearidade 
geométrica. 
Por outro lado, as estruturas de concreto armado possuem um 
comportamento não linear oriundo do próprio material. Nessas estruturas, à medida 
em que as tensões são aplicadas, ocorrem alterações nas propriedades do concreto 
e do aço, gerando uma resposta não-linear das mesmas. Essa não linearidade devido 
ao material constituinte da estrutura é conhecida como não-linearidade física. 
Portanto, a análise dos efeitos globais de segunda ordem deve ser 
realizada a partir da consideração da não-linearidade geométrica da estrutura em 
conjunto com a não-linearidade física do material constituinte. Todavia, para a maioria 
dos projetistas, esse tipo de análise pode se tornar uma tarefa exaustiva e demandar 
um elevado custo computacional. 
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Neste capítulo são discutidos os fenômenos que contribuem para o 
surgimento dos efeitos globais de segunda ordem. Além disso são apresentados os 
principais métodos utilizados para a avaliação desses efeitos. 
 
2.1.1 – Não-Linearidade Física 
 
A consideração da análise linear elástica é válida somente para estruturas 
submetidas à pequenas tensões e pequenas deformações. Nessa análise, o material 
que constitui a estrutura respeita a proporcionalidade entre tensões e deformações 
(linearidade física). Entretanto, à medida em que as tensões se intensificam, o material 
pode atingir o seu limite elástico e, a partir deste ponto, o aumento de tensões não é 
mais proporcional às deformações.  
Nas estruturas de concreto armado, os efeitos da fissuração, da fluência, 
do escoamento da armadura, todos eles conferem ao concreto armado um 
comportamento não-linear (PINTO, 1997). Além disso, a abertura de fissuras também 
diminui a seção efetiva dos elementos, influenciando diretamente na rigidez global da 
estrutura.  
Para apresentar como os efeitos de segunda ordem são influenciados pela 
não-linearidade física do material serão explicados conceitos básicos inerentes a 
relação entre tensões e deformações de um material.  
A lei de Hooke relaciona a deformação elástica (𝜀) de um corpo com as 
tensões elásticas ( 𝜎 ) atuantes sobre ele. A Figura 1 apresenta de maneira 
esquemática a relação tensão versus deformação para o trecho onde existe 
proporcionalidade entre as tensões atuantes e as deformações em uma seção 
transversal, devido à ação do carregamento aplicado. Pode-se observar também que 
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Figura 1. Diagrama tensão-deformação do concreto: linear 
 
A Figura 2 apresenta um diagrama tensão versus deformação que 
representa o comportamento de um material que ultrapassa o limite de elasticidade 
linear, onde pode-se observar que para um pequeno incremento de tensão, acontece 
um grande incremento de deformação. Da equação (1) é possível perceber que a 
inclinação da curva muda com o aumento do carregamento, o que acarreta diferenças 
entre os ângulos 𝜑1, 𝜑2 e 𝜑3. Essas diferenças permitem concluir que nesse tipo de 
material o módulo de elasticidade não é constante a medida em que aumentam-se as 
tensões atuantes e, portanto, 𝐸1, 𝐸2 e 𝐸3 são diferentes. Além disso, o material não 
retoma mais sua forma inicial se o carregamento for retirado, sofrendo deformações 
residuais conhecidas como deformações plásticas.    
 
 
Figura 2. Diagrama tensão-deformação do concreto: não-linear 
 
Para a consideração da não-linearidade física do concreto, é possível 
relacionar a curvatura de uma seção (1/r) com o momento fletor (M) atuante na 
mesma, e assim traçar um diagrama da relação momento-curvatura para cada seção, 
com armadura suposta conhecida, e para o valor da força normal atuante. Segundo 
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Kimura (2007), o que relaciona o momento com a curvatura é exatamente a rigidez EI 
da peça, já considerando os efeitos da não-linearidade física. Considerando a reta 




Figura 3. Diagrama momento-curvatura para um determinado valor de força normal 
(Adaptado de Oliveira D. (2007)) 
 
Carmo (1995) afirma que para realizar uma análise rigorosa de estabilidade 
de uma estrutura em concreto armado, deve ser levada em consideração a não 
linearidade física do material. O principal problema em qualquer análise de segunda 
ordem de estruturas em concreto armado é a escolha de um modelo que represente 
fielmente a rigidez lateral EI sob várias condições de carregamentos. Essa 
representação deve levar em consideração o grau e a variação de fissuração ao longo 
de cada elemento estrutural, a carga axial atuante, e o comportamento inelástico dos 
materiais aço e concreto (PAULAY, 1978).  
Segundo MacGregor (1993), o valor de rigidez EI ideal deve ser 
representado pela rigidez do elemento imediatamente antes da ruptura. Os valores de 
EI devem refletir a variação de rigidez ao longo de cada elemento, considerando suas 
regiões fissuradas e não-fissuradas. No entanto, no caso de estruturas de grande 
porte, com milhares de elementos, esse processo se torna extremamente trabalhoso 
e então, considerações simplificadas surgem como alternativas para consideração da 
não-linearidade física do material. Uma técnica amplamente utilizada é considerar a 
não linearidade física do material através da utilização de coeficientes redutores 
atuando diretamente na rigidez dos elementos estruturais. Esses coeficientes simulam 
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a variação da rigidez dos elementos estruturais e possuem diferentes valores para 
cada tipo de elemento do sistema.  
Hage (1974) estudou a variação da rigidez em diversos tipos de elementos 
em concreto armado, sujeitos a diferentes valores de momento fletor causados pela 
ação de cargas verticais, horizontais e as combinações entre elas. Os resultados 
mostraram que a rigidez efetiva EIef de vigas de concreto armado pode ser 
considerada de forma aproximada com valores variando entre 0,5EI a 0,6EI.  
Posteriormente, MacGregor e Hage (1977) concluíram que uma razoável 
estimativa para a rigidez efetiva, na análise de segunda ordem em elementos de 
concreto armado, seria a adoção de 0,4EI para elementos de vigas e 0,8EI para o 
caso de pilares. 
Pinto (1997), através do estudo de vigas biapoiadas e biengastadas, 
observou que a rigidez efetiva EI das vigas de concreto armado apresentam valores 
que variam entre 0,4EI e 0,64EI. Nesse estudo, os menores valores correspondem às 
vigas que possuíam armadura simples, e os maiores valores foram apresentados 
pelas vigas que possuíam armadura dupla. Para o caso de pilares em concreto 
armado, os resultados apresentaram uma variação de 0,72EI a 1,26EI. Nessa análise, 
observou-se que os menores valores de rigidez efetiva correspondiam a situações em 
que o momento fletor era predominante em relação ao esforço normal atuante no pilar. 
Nas situações de predominância do esforço normal em relação aos esforços de flexão, 
foram encontrados valores mais elevados para a rigidez efetiva dos elementos 
avaliados. 
A utilização dos coeficientes redutores de rigidez também está presente 
nas normas de dimensionamento de estruturas de concreto armado. Para a análise 
dos esforços globais de segunda ordem, a ABNT NBR 6118:2014 permite a 
consideração da não linearidade física de maneira aproximada, tomando-se como 
rigidez dos elementos estruturais os seguintes valores: 
 
 Lajes: (𝐸𝐼)𝑠𝑒𝑐 = 0,3𝐸𝑐𝑖𝐼𝑐 
 Vigas: (𝐸𝐼)𝑠𝑒𝑐 = 0,4𝐸𝑐𝑖𝐼𝑐, para armadura inferior diferente da  superior 
                                  (𝐸𝐼)𝑠𝑒𝑐 = 0,5𝐸𝑐𝑖𝐼𝑐, para armadura inferior igual a superior 
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onde 𝐼𝑐  é o momento de inércia da seção bruta de concreto, incluindo, 
quando for o caso, as mesas colaborantes da seção transversal e 𝐸𝑐𝑖 representa o 
módulo de elasticidade secante inicial do concreto, dado por: 
 
 𝐸𝑐𝑖 = 𝛼𝐸5600√𝑓𝑐𝑘 para valores de 𝑓𝑐𝑘 variando de 20 
MPa a 50 MPa 





 para valores de 𝑓𝑐𝑘 variando 
de 55 MPa a 90 MPa 
 
(1) 
Sendo que  𝛼𝐸  é dado de acordo com o tipo de agregado utilizado na 
composição do concreto: 
 
𝛼𝐸 = 1,2 para basalto e diabásio 
𝛼𝐸 = 1,0 para granito e gnaisse 
𝛼𝐸 = 0,9 para calcário 
𝛼𝐸 = 0,7 para arenito 
 
onde 𝑓𝑐𝑘  é a resistência característica à compressão do concreto, em 
MegaPascal (MPa) e 𝐸𝑐𝑖 é dado em MegaPascal (MPa). 
A norma americana ACI 318 (2011) também apresenta coeficientes 
redutores para consideração da não-linearidade física do concreto armado de maneira 
simplificada. Entretanto, esta norma utiliza os coeficientes redutores diretamente no 
momento de inércia (𝐼𝑔) dos elementos estruturais: 
 
 Lajes: 0,25𝐼𝑔 
 Vigas: 0,35𝐼𝑔 
 Pilares: 0,70𝐼𝑔 
 
Nessa consideração, o módulo de elasticidade do concreto (𝐸𝑐)  pode ser 
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 𝐸𝑐 = 57000√𝑓𝑐′   (𝑝𝑠𝑖) (2) 
 
2.1.2 – Não-Linearidade Geométrica 
  
Após a ação conjunta das forças horizontais e verticais, as estruturas se 
deslocam, gerando acréscimos de momentos fletores devido à essa mudança em sua 
geometria. Os acréscimos de momentos geram uma nova alteração na geometria da 
estrutura e, por consequência, surgem novos acréscimos de momentos fletores, até 
que a estrutura atinja uma posição de equilíbrio na posição deformada. Esse 
comportamento não-linear da estrutura é chamado de não-linearidade geométrica e 
deve ser levada em consideração no projeto de uma estrutura. 
A não linearidade geométrica ocorre quando as deflexões são 
suficientemente grandes para causar uma significativa mudança na geometria da 
estrutura. O equilíbrio da estrutura deve ser analisado em sua nova posição 
deformada (PRZEMIENIECK, 1968). 
Para exemplificar a ocorrência dos acréscimos de momentos fletores 
devido a não-linearidade geométrica de uma estrutura, a mesma pode ser 
representada como uma barra única, engastada na base e livre no topo. Essa barra 
possui altura 𝐿 e rigidez 𝐸𝐼 equivalente ao da estrutura original, tal como apresentado 
na Figura 4. As cargas verticais atuantes nessa estrutura podem ser consideradas 
como uma única força 𝑃 concentrada no topo da barra e os esforços devido ao vento 
são representados por um carregamento lateral (𝐻) uniformemente distribuído ao 
longo da barra. 
Na análise linear, considerando o equilíbrio na posição indeformada da 
estrutura, a atuação do carregamento lateral 𝐻 provoca um momento fletor 𝑀 na base 
da barra igual a 𝑀1𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚, denominado momento de primeira ordem: 
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Figura 4. Generalização da estrutura em uma barra vertical 
 
Além disso, o carregamento horizontal 𝐻  produz um deslocamento 
horizontal ∆  no topo da barra, conforme apresentado na Figura 5. Dessa forma, 
considerando a nova posição da barra (posição deformada), a força vertical 𝑃 , 
deslocada horizontalmente por uma distância ∆, produzirá um acréscimo de momento 
Δ𝑀2 atuante na barra. Assim, o novo valor de momento fletor 𝑀 atuante na barra será 
igual a soma das parcelas 𝑀1𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚  gerada pelo carregamento 𝐻 e Δ𝑀2 oriunda do 




𝑀 = 𝑀1𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚 + Δ𝑀2 =
𝐻𝐿²
2
+ 𝑃. ∆ 
(4) 
 
O momento adicional proveniente do produto da carga vertical 𝑃  e 
deslocamento horizontal Δ  é conhecido como efeito P-Δ e este efeito produz 
acréscimos de esforços, que para as estruturas insuficientemente rígidas, podem levar 
a perda de estabilidade. Os esforços adicionais ocasionados na consideração do 
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Figura 5. Reações na barra vertical deformada 
 
2.2 – MÉTODOS PARA AVALIAÇÃO DOS EFEITOS GLOBAIS DE SEGUNDA 
ORDEM 
 
A consideração do efeito P-Δ no dimensionamento das estruturas têm sido 
objeto de estudos de inúmeros pesquisadores ao decorrer das últimas décadas.  
Dentre esses estudos menciona-se os trabalhos de Beck e König (1967), Adams 
(1974), Nixon et al. (1975), LeMessurier (1976, 1977), MacGregor e Hage (1977), 
Timoshenko e Gere (1981), Rutenberg (1981), Vandepitte (1982), Crisfield (1991), 
Franco e Vasconcelos (1991) White et al. (2007a, b). Todos esses pesquisadores 
contribuíram de forma significativa para apresentação de diferentes metodologias para 
consideração dos efeitos globais de segunda ordem. 
Os métodos para consideração dos efeitos globais de segunda ordem 
podem ser classificados em três tipos de acordo com a sua aplicação: métodos 
iterativos, métodos diretos e métodos simplificados. A seguir são apresentadas 
algumas das metodologias mais conhecidas para avaliação dos efeitos globais de 
segunda ordem. 
 
2.2.1 – Métodos Iterativos 
 
Uma alternativa para uma análise de segunda ordem de estruturas é a partir 
de uma análise matricial, com a adaptação da matriz de rigidez 𝑲, para incluir os 
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efeitos de segunda ordem (AZEVEDO, 1993). Considera-se a equação de equilíbrio 
das forças utilizando a matriz de rigidez 𝑲 da estrutura: 
 
 𝑲𝒖 = 𝒇 (5) 
 
Todavia, quando a estrutura está sujeita a grandes deslocamentos, a 
relação linear da equação (5) entre forças e deslocamento não pode ser utilizada. Para 
consideração dos efeitos de mudanças na geometria, a rigidez total 𝑲  deve ser 
considerada pela composição das parcelas de rigidez geométrica 𝑲𝐺  e de rigidez 
elástica de primeira ordem 𝑲𝐸  (MCGUIRE et al., 2000). Dessa forma, pode-se 
escrever a equação de equilíbrio como apresentada na equação (6): 
 
 [𝑲𝐸 + 𝑲𝐺]𝒖 = 𝒇 (6) 
 
Considerando o equilíbrio da estrutura em sua posição deformada, ocorrem 
modificações nos deslocamentos e esforços, alterando a rigidez da estrutura. 
Portanto, a equação (6) representa uma relação não-linear, exigindo processos 
iterativos (ZIEMIAN, 2010). Assim, o processo deve ser repetido considerando as 
atualizações na matriz de rigidez geométrica 𝑲𝐺 , até que a diferença entre os 
deslocamentos de todos os nós da estrutura seja desprezível entre uma iteração e 
outra. Todavia, como os efeitos de segunda ordem não alteram as cargas axiais nas 
colunas, o processo usualmente converge de maneira rápida, sendo que dois ciclos 
são geralmente suficientes (MCGREGOR e HAGE, 1977).  
Entretanto, o processo de inversão de matrizes pode demandar um longo 
e ocioso tempo computacional, tornando-se inviável o processamento iterativo para 
resolução de um sistema com vários graus de liberdade. Além disso, para uma 
resposta altamente precisa, existe a necessidade de uma elevada discretização dos 
elementos da estrutura, e nem sempre é necessário um excessivo grau de precisão 
dessas respostas em um projeto real (AL-MARSHARY e CHEN, 1990). 
Dentre os diversos métodos existentes na literatura para consideração do 
efeito P-∆, o mais conhecido é o Método da Carga Lateral Fictícia, também chamado 
de método iterativo. Nesse método após a análise de primeira ordem, iniciam-se as 
iterações até que a estrutura chegue em uma posição de equilíbrio. O momento 
  
 
32 CAPÍTULO 2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
adicional (𝑃𝑖∆ ) gerado pelo produto dos deslocamentos horizontais ( ∆ ) e cargas 
verticais (𝑃), em cada nível (𝑖), pode ser substituído por um binário de mesmo efeito, 
causado pelas forças horizontais e de valor 𝑃𝑖∆/𝐿𝑖 conforme apresentado na Figura 
6a. Portanto, nesse procedimento, o efeito P-∆ é substituído por um efeito de primeira 
ordem equivalente, oriundo das cargas laterais fictícias.  
 
 
Figura 6. Processo iterativo P-Δ. (a) Efeito P-Δ, (b) Binário de forças horizontais equivalentes 
 
A soma algébrica das forças dos pilares superior e inferior de um pavimento 
𝑖 resulta na força horizontal adicional (sway force) nele atuante, conforme apresentado 
na Figura 7. A força horizontal adicional atuante em um pavimento 𝑖 pode ser expressa 












Repetindo-se a análise, considerando agora os acréscimos obtidos pela 
equação (7) nas cargas horizontais originais de cada pavimento, surgem incrementos 
nos deslocamentos horizontais e, por consequência, esses aumentos nos 
deslocamentos horizontais geram um novo grupo de incrementos de cargas 
horizontais adicionais. O processo é novamente repetido até que o incremento nos 
deslocamentos horizontais seja menor que um valor limite previamente estabelecido. 
Wight e MacGregor (2012) sugerem que nos casos em que os deslocamentos 
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horizontais aumentem mais que 2,5% em uma dada iteração, é necessário a repetição 
do processo.  
Analisando o processo P-Δ, é possível observar que os deslocamentos 
sofridos pelos elementos estruturais dependem essencialmente do valor de sua 
rigidez EI. Esse fato demonstra a importância da consideração da não-linearidade 
física na avaliação dos efeitos de segunda ordem. 
Carmo (1995) alerta que o procedimento correto para a consideração da 
não linearidade física no processo P-Δ seria avaliar a rigidez de cada barra da 
estrutura a cada iteração, em função dos esforços determinados pela iteração anterior. 
Entretanto, opta-se por adotar a aproximação desta consideração utilizando-se os 
coeficientes redutores de rigidez dos elementos, mencionados anteriormente. 
 
 
Figura 7. Processo iterativo P-Δ: forças horizontais adicionais 
 Adaptado de Wight e MacGregor (2012)  
 
Banki (1999), através da aplicação do processo P-Δ em pórticos 
bidimensionais, mostra que os valores encontrados pelo processo P-Δ são sempre 
menores que aqueles obtidos utilizando a Matriz de Rigidez Geométrica 𝑲𝐺, e este 
último converge muito mais rapidamente para a resposta em relação ao grau de 
discretização dos elementos da estrutura. Todavia, no processo P-Δ , as cargas 
fictícias são inseridas nos nós da estrutura, não sendo necessário efetuar 
modificações na matriz de rigidez, reduzindo o tempo de processamento, 
principalmente em estruturas com múltiplos graus de liberdade.  
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2.2.2 – Métodos Diretos 
 
Além dos métodos iterativos, diversas outras metodologias foram 
desenvolvidas na tentativa de simplificar a análise considerando os efeitos globais de 
segunda ordem. Nixon et al. (1975) apresentaram uma metodologia direta para 
obtenção dos efeitos de segunda ordem a partir de uma análise de primeira ordem, 
através da inserção de uma barra diagonal fictícia com área negativa em cada 
pavimento da estrutura, como pode ser observado na Figura 8a. Esses elementos 
fictícios aumentariam a flexibilidade da estrutura, simulando a consideração da matriz 
de rigidez geométrica e através desta consideração, os efeitos de segunda ordem 
estão inclusos na nova posição de equilíbrio da estrutura.  
Segundo Rutenberg (1981), esses elementos, ou diagonais fictícias, 
afetariam a deformação axial dos pilares, conduzindo a forças verticais não 
condizentes com a realidade, principalmente para estruturas altas. Para correção 
desse problema, Rutenberg (1981) propôs uma modificação no método, considerando 
o acréscimo de colunas fictícias com inércia negativa na estrutura (Figura 8b). 
Analogamente, a inserção desses elementos fictícios alteram a matriz de rigidez e o 
equilíbrio final da estrutura considera os efeitos de segunda ordem de maneira direta. 
 
 
Figura 8. Pórtico modelado com diagonais fictícias (a) e colunas fictícias (b) 
 (Adaptado de Rutenberg (1981)). 
 
A vantagem dos métodos diretos em relação aos iterativos é que não existe 
a necessidade de iterações para a sua utilização, sendo o seu processamento 
considerado rápido em relação aos demais métodos. Outros exemplos de métodos 
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diretos podem ser encontrados em LeMessurier (1976, 1977), Wilson e Habilullah 
(1982), Vandepitte (1982), White et al. (2007a,b). 
 
2.2.3 – Métodos Simplificados 
 
Os métodos simplificados são aqueles que permitem prever o 
comportamento da estrutura em relação aos efeitos globais de segunda ordem por 
meio de análises elásticas. A utilização desses métodos fornece subsídios ao 
engenheiro projetista para assumir decisões, ainda nas etapas inicias de projeto, em 
relação à rigidez da estrutura. 
A ABNT NBR 6118:2014 classifica a estruturas, para efeito de cálculo, 
como sendo de nós fixos ou de nós móveis. As estruturas são classificadas de nós 
fixos quando os deslocamentos horizontais dos nós são pequenos e, 
consequentemente, os efeitos globais de segunda ordem são inferiores a 10% dos 
respectivos esforços obtidos de uma análise de primeira ordem. Nesse tipo de 
estruturas, a avaliação dos efeitos globais de segunda ordem pode ser dispensada no 
dimensionamento da estrutura.  
No entanto, quando esses esforços adicionais ultrapassam o limite de 10%, 
a estrutura é classificada como uma estrutura de nós móveis e, neste caso, deve ser 
realizada uma análise para consideração desses efeitos no dimensionamento 
estrutural. O código europeu EN 1992-1-1:2004 também permite desprezar os efeitos 
de segunda ordem quando estes forem inferiores a 10% em relação aos esforços de 
primeira ordem.  
A norma americana ACI 318 (2011) classifica as estruturas de uma forma 
mais conservadora. Nesta norma, a estrutura é classificada como de nós fixos quando 
os seus momentos finais, considerando os adicionais de segunda ordem, não 
excedem em 5% em relação aos momentos obtidos por uma análise em primeira 
ordem. 
Moncayo (2011) ressalta que os nós das estruturas classificadas como de 
nós fixos na realidade não são fixos, ou seja, são deslocáveis. Entretanto, esses 
deslocamentos horizontais são muito pequenos, e os acréscimos de momentos 
ocasionados por eles podem ser desprezados. Por outro lado, as estruturas 
classificadas em nós móveis não são estruturas que se movimentam de forma 
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significativa, entretanto, esses deslocamentos horizontais em conjunto com as forças 
verticais produzem momentos significativos que devem ser considerados no 
dimensionamento da estrutura. 
A classificação da estrutura em relação aos seus nós auxilia o projetista 
quanto a necessidade da consideração dos efeitos globais de segunda ordem. No 
entanto, essa classificação seria ilógica sem um adicional critério simplificado de 
avaliação desses efeitos, pois assim, o projetista deveria inicialmente calcular os 
esforços adicionais através de uma análise de segunda ordem, para posteriormente 
obter a resposta em relação a necessidade de consideração desses esforços. 
Portanto, em conjunto com o critério de classificação, surgem também metodologias 
simplificadas para avaliação dos efeitos globais de segunda ordem. 
No decorrer das últimas décadas, diversos estudos foram elaborados 
objetivando o desenvolvimento de métodos alternativos para avaliação dos efeitos 
globais de segunda ordem de maneira simples e rápida. A partir desses métodos, o 
engenheiro projetista pode facilmente avaliar a estrutura quanto a necessidade de 
uma análise de segunda ordem. 
Ao final da década de 60, Beck e König (1967) propuseram um parâmetro 
de instabilidade, que ficou conhecido como parâmetro 𝛼, através da generalização de 
uma estrutura em um pilar único, com rigidez equivalente a soma das rigidezes de 
todos os pilares de contraventamento da estrutura. Esse parâmetro foi adotado pelo 
CEB-FIP (1978) e passou a ser utilizado pelos projetistas do mundo inteiro para 
verificação da estabilidade global, e dispensa o projetista da consideração dos efeitos 
globais de 2ª ordem em estruturas (VASCONCELOS, 1998). A ABNT NBR 6118:2014 
adota esse parâmetro simplificado como um método de avaliação da necessidade da 
consideração dos efeitos de segunda ordem para o dimensionamento de estruturas 










𝐻𝑡𝑜𝑡 é a altura total da estrutura, medida a partir do topo da fundação 
ou de um nível pouco deslocável do subsolo; 
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𝑁𝑘  é o somatório de todas as cargas verticais atuantes na estrutura 
(a partir do nível considerado para o cálculo de 𝐻𝑡𝑜𝑡), com seu 
valor característico; 
𝐸𝑐𝑠𝐼𝑐 representa o somatório dos valores de rigidez de todos os pilares 
na direção considerada. No caso de estruturas de pórticos, de 
treliças ou mistas, ou com pilares de rigidez variável ao longo da 
altura, pode ser considerado o valor da expressão 𝐸𝑐𝑠𝐼𝑐  de um 
pilar equivalente de seção constante; 
 
O valor de 𝐼𝑐 deve ser calculado considerando as seções brutas dos pilares 
e a rigidez do pilar equivalente deve ser determinada da seguinte forma: 
 
1. Calcular o deslocamento do topo da estrutura de contraventamento, sob 
a ação do carregamento horizontal na direção considerada; 
2. Calcular a rigidez de um pilar equivalente de seção constante, engastado 
na base e livre no topo, de mesma altura 𝐻𝑡𝑜𝑡 , tal que, sob a ação do 
mesmo carregamento, sofra o mesmo deslocamento no topo; 
 
A consideração da estrutura como um pilar de rigidez equivalente pode ser 
compreendida através da Figura 9, e o valor da rigidez equivalente, nesse caso, pode 










sendo 𝑞  o carregamento horizontal distribuído ao longo da altura da 
estrutura, proveniente da ação do vento, e 𝑎 é o seu deslocamento na extremidade 
livre devido ao carregamento horizontal. 
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Figura 9. Simplificação adotada para cálculo de inércia equivalente 
Adaptado de Oliveira, J. (2009) 
 
A ABNT NBR 6118:2014 classifica uma estrutura reticulada simétrica como 
sendo de nós fixos quando o valor do coeficiente 𝛼 é inferior a um valor 𝛼1, sendo 𝛼1 
obtido por: 
 
 Para 𝑛 ≤ 3: 𝛼1 = 0,2 + 0,1𝑛; 
 Para 𝑛 ≥ 4: 𝛼1 = 0,6; 
 
onde 𝑛 é o número de níveis de pavimentos (andares) acima da fundação 
ou de um nível pouco deslocável do subsolo. 
A ABNT NBR 6118:2014 sugere a adoção do valor de 𝛼1 igual a 0,6 para 
associações de pilares-parede e para pórticos associados a pilares-paredes. Esse 
valor pode ser aumentado para 𝛼1  igual a 0,7 quando o contraventamento é 
constituído exclusivamente por pilares-parede; e quando houver apenas pórticos, o 
valor de 𝛼1 deverá ser reduzido para 0,5. 
Na aplicação desse método, quando o coeficiente 𝛼 for menor que 𝛼1, a 
estrutura é considerada de nós fixos, e os efeitos globais de segunda ordem podem 
ser desprezados no dimensionamento dos elementos estruturais. Na situação em que 
𝛼 é superior ao valor de 𝛼1, a rigidez da estrutura deverá ser modificada, ou uma 
análise rigorosa de segunda ordem deverá ser realizada na estrutura, para 
consideração dos efeitos adicionais de segunda ordem no dimensionamento dos seus 
elementos. 
O código europeu EN 1992-1-1:2014 também apresenta um critério para 
dispensa dos efeitos globais de segunda ordem a partir de uma equação simplificada. 
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Nesse código normativo, esses efeitos podem ser desconsiderados na análise 
estrutural se a equação (10) for respeitada: 
  
 










𝐹𝑉,𝐸𝑑 representa o carregamento vertical total da estrutura 
𝑛𝑠 é o número de pavimentos 
𝐿 é a altura do edifício 
𝐼𝑐  representa o momento de inércia (não fissurado) dos elementos de 
contraventamento. 
𝑘1 o código europeu recomenda a utilização do valor 0,31 
𝐸𝑐𝑑 representa o valor de projeto do módulo de elasticidade do concreto, 









em que o valor de 𝛾𝐶𝐸 recomendado é 1,2 e 𝐸𝑐𝑚 é o módulo de elasticidade 
do concreto que pode ser obtido através da equação (12): 
 
 








sendo 𝑓𝑐𝑘 e 𝐸𝑐𝑚 em (MPa) 
 
No entanto, é importante ressaltar que essas metodologias apresentadas, 
apesar de classificarem a estrutura quanto a dispensa dos efeitos globais de segunda 
ordem, não fornecem nenhuma informação em relação a quantificação dos esforços 
adicionais oriundos desses efeitos. Em busca de novas alternativas em relação a uma 
análise rigorosa, Franco e Vasconcelos (1991) apresentaram o parâmetro simplificado 
𝛾𝑧, como um coeficiente majorador de esforços de primeira ordem. Nessa técnica os 
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esforços finais, considerando os esforços adicionais de segunda ordem, são 
estimados através da majoração dos esforços de primeira ordem pelo coeficiente 𝛾𝑧.  
A fundamentação dessa ideia partiu de uma análise linear, em que para as 
ações horizontais atuantes, são calculados o momento de primeira 𝑀1 em relação à 
base do edifício e os deslocamentos horizontais dos nós da estrutura. Esses 
deslocamentos, juntamente com as ações verticais atuantes, provocam acréscimos 
de momento ∆𝑀2 e, por consequência, geram novos deslocamentos. Esse processo 
iterativo ocorre sucessivamente gerando acréscimos de momentos, que vão 
diminuindo ao longo das iterações, até que sejam insignificantes se a estrutura for 
estável.    
O momento final, incluindo os efeitos de segunda ordem, é dado pela 
somatória do momento de primeira ordem 𝑀1, junto aos acréscimos de momentos das 
iterações, sendo 𝑗 o número total de iterações: 
 
 𝑀2 = 𝑀1 + ∆𝑀2 + ∆𝑀3 + ⋯ + ∆𝑀𝑗 (13) 
 
Admitindo-se que os termos desta somatória constituam uma progressão 
geométrica de razão 𝑟 ≤ 1 , obtém-se a equação (15). Por conseguinte, torna-se 
possível reescrever a equação (14) em termos do produto do momento de primeira 















 𝑀2 = (1 + 𝑟 + 𝑟
2 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑗−1) ∙ 𝑀1 (15) 
 
O limite dessa soma, quando 𝑗  tende ao infinito, é representado pela 
equação (16). Substituindo esse limite na equação (15), obtém-se o momento final 





















Denominando-se 𝛾𝑧 a razão entre os momentos finais de segunda ordem e 
de primeira ordem(𝑀2/𝑀1), e substituindo os valores da equação (14) na equação 
(17), pode-se obter a aproximação do valor de amplificação para obtenção dos valores 
finais dos momentos fletores atuando na estrutura através de uma análise de primeira 
ordem simples, conforme pode ser observado na equação (19). 
 
 








A ABNT NBR 6118:2014 apresenta o coeficiente 𝛾𝑧  como um processo 
aproximado que permite a classificação de estruturas reticuladas, de no mínimo quatro 
pavimentos, quanto a dispensa dos efeitos globais de segunda ordem a partir de uma 













𝑀1,𝑡𝑜𝑡,𝑑 é o momento de tombamento, ou seja, a soma dos momentos de 
todas as forças horizontais da combinação considerada, com seus valores 
de cálculo, em relação à base da estrutura. 
∆𝑀𝑡𝑜𝑡,𝑑 é a soma dos produtos de todas as forças verticais atuantes na 
estrutura, na combinação considerada e com seus valores de cálculo, pelos 
deslocamentos horizontais de seus respectivos pontos de aplicação, 
obtidos da análise de 1ª ordem. 
 
A partir dos resultados obtidos pelo parâmetro simplificado 𝛾𝑧, considera-
se que a estrutura é de nós fixos quando a condição 𝛾𝑧 ≤ 1,1 for atendida, e assim os 
efeitos globais de segunda ordem podem ser desprezados. Os efeitos da não 
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linearidade física do material podem ser considerados de maneira aproximada através 
da utilização dos coeficientes redutores de rigidez, conforme apresentado 
anteriormente 
Segundo Pinto (1997), a principal vantagem do parâmetro 𝛾𝑧 em relação ao 
parâmetro 𝛼  consiste no fato de que o parâmetro 𝛼  apenas classifica a estrutura 
quanto a dispensa dos efeitos globais de segunda ordem, enquanto que o parâmetro 
𝛾𝑧 fornece uma estimativa dos acréscimos ocasionados por esses efeitos. Os esforços 
finais, incluindo os efeitos de segunda ordem, podem ser obtidos através da 
majoração dos esforços de primeira ordem pelo próprio valor do parâmetro 𝛾𝑧.  
Franco e Vasconcelos (1991), através da utilização do parâmetro 𝛾𝑧 para 
avaliação dos esforços finais em edifícios altos, afirmam ter obtido sucesso para 
valores de 𝛾𝑧 até 1,20 ou mais. Segundo análises elaboradas por Carmo (1995), a 
consideração de 𝛾𝑧 poderá ser aplicada até o valor de 1,30. No entanto, após utilizar 
o parâmetro em 25 estruturas de edifícios construídos, Pinto (1997) afirma que 
estruturas com valores de 𝛾𝑧 superiores a 1,20 devem ser evitadas, pois o parâmetro 
tende a apresentar diferenças superiores a 5% contra a segurança, em relação aos 
métodos rigorosos para análise de segunda ordem.  
A ABNT NBR 6118:2014 permite a avaliação dos esforços finais (primeira 
ordem + segunda ordem) de estruturas com 𝛾𝑧 ≤ 1,30, a partir da majoração adicional 
dos esforços horizontais por 0,95𝛾𝑧. Oliveira (2007) sugere que seja utilizado o valor 
do próprio coeficiente 𝛾𝑧 como majorador dos momentos de primeira ordem (e não dos 
esforços horizontais) para a obtenção dos momentos finais. 
Na prática, as estruturas costumam ser projetadas com um limite de 𝛾𝑧 igual 
a 1,20. Para valores superiores a esse, é comum a utilização de métodos mais 
rigorosos para consideração do efeito P-Δ (MONCAYO, 2011).  
Além disso, o cálculo do parâmetro 𝛾𝑍 é realizado assumindo que o modo 
de instabilidade da estrutura ocorrerá somente por translação na direção horizontal, 
para cada direção considerada. No entanto, as estruturas onde o centro de massa não 
coincide com o seu centro de rigidez, podem apresentar como o primeiro modo de 
instabilidade um modo do tipo torcional. Dessa forma, para utilização do parâmetro 𝛾𝑧, 
se faz  necessária também a realização de uma análise que identifique o modo de 
instabilidade da estrutura. 
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Vieira et al. (2017) estabeleceram uma equação aproximada que permite 
estimar o fator de carga crítica global de flambagem (𝜆)  da estrutura a partir do 
coeficiente 𝛾𝑧 . Esse fator representa a relação entre a carga crítica global de 
flambagem (𝐹𝑐𝑟) e o carregamento vertical total (𝐹) aplicado na estrutura. A relação 
















Sendo assim, esses autores determinaram os valores limites estabelecidos 
pelos principais códigos normativos em função de 𝛾𝑧 e 𝜆. Por exemplo, a ABNT NBR 
6118:2014 permite realizar uma estimativa simplificada dos efeitos globais de segunda 
ordem para valores de 𝛾𝑧  até 1,3. Aplicando-se esse valor de 𝛾𝑧  na equação (20), 
obtém-se um fator de carga crítica igual a 4,33. A mesma analogia pode ser feita para 
o limite de dispensa da consideração dos efeitos globais de segunda ordem, quando 
temos um  coeficiente 𝛾𝑧 igual a 1,10, que quando aplicado na equação (22), resulta 
em um valor de  𝜆  igual à 11. 
Com o intuito de avaliar a eficiência do parâmetro 𝛾𝑧 como um parâmetro 
de estabilidade global, os autores analisaram variadas estruturas que apresentam 
valores de 𝛾𝑧  inferiores ao limite 1,3 adotado pela norma brasileira e portanto, é 
esperado que seus respectivos valores de fator crítico global de flambagem também 
estejam dentro dos limites estabelecidos acima para o valor de 𝜆. Os resultados desse 
estudo demonstram que para o caso de estruturas com modo crítico de instabilidade 
do tipo torcional, a utilização do parâmetro 𝛾𝑧 pode não ser suficiente para garantir a 
estabilidade da estrutura. 
A norma americana ACI 318 (2011) apresenta o índice de estabilidade 𝑄, 












onde Σ𝑃𝑢  representa a força vertical total atuante no pavimento 
considerado, 𝑉𝑢𝑠 representa a força lateral atuante no pavimento, Δ0 é o deslocamento 
relativo entre a base e o topo desse pavimento, produzido pela força lateral 𝑉𝑢𝑠, e 𝑙𝑐 é 
o comprimento do pavimento. 
 
A metodologia através do índice 𝑄 foi inicialmente proposto por McGregor 
e Hage (1977), e este índice representa exatamente o acréscimo de momentos devido 
aos efeitos de segunda ordem. Sendo assim, pelos critérios de deslocabilidade dos 
nós de uma estrutura, o ACI (2011) permite desprezar os efeitos de segunda ordem 
quando 𝑄 for inferior a 5%.  
McGregor e Hage (1977) afirmam que os momentos finais, considerando 
os efeitos globais de segunda ordem, podem ser estimados através do fator de 









Dessa forma, o momento final pode ser obtido através do produto entre o 
momento de primeira ordem 𝑀1 e o fator de amplificação 𝛿. Nos casos em que o valor 
de 𝑄 são inferiores a 0,0475 adota-se 𝛿 igual a 1, ou seja, para esses valores, os 
momentos de segunda ordem podem ser desprezíveis. Os autores enfatizam que 
essa metodologia simplificada apenas deve ser utilizada quando os valores de 𝑄 
forem inferiores a 0,2. É importante lembrar que essa restrição é semelhante com a 
observada pelo coeficiente 𝛾𝑧 , em que a ABNT NBR 6118:2014 permite a sua 
utilização para valores de até 1,3.  
A norma americana AISC/LRFD (2010) apresenta os coeficientes B1 e B2 
como métodos simplificados para avaliar os efeitos de segunda ordem em estruturas 
metálicas. Esses coeficientes permitem a obtenção dos esforços de segunda ordem 
através de análises lineares, e são amplamente utilizados pelos projetistas de 
estruturas metálicas em todo o mundo. Al-Marshary e Chen (1990), após utilizar os 
coeficientes B1 e B2, observaram que os resultados obtidos por essa metodologia 
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nem sempre são conservadores, e em alguns casos podem apresentar resultados que 
são contrários à segurança. 
Silva et al. (2014) apresentaram uma relação entre os coeficientes B2 e o 
parâmetro 𝛾𝑧  para a estimativa simplificada do fator de amplificação de momentos 
(M2/M1) em cada pavimento de estruturas em concreto armado. 
Recentemente, foram realizados estudos com o intuito de relacionar os 
efeitos globais de segunda ordem e as propriedades dinâmicas das estruturas. Statler 
et al. (2011) utilizaram os coeficientes B1 e B2 para relaciona-los com o período 
natural de vibração da estrutura. Essa relação foi possível partindo da consideração 
que tanto os efeitos globais de segunda ordem como o período natural de vibração 
das estruturas dependem essencialmente das matrizes de rigidez e massa da 
estrutura. Desta forma, esses autores avaliaram a susceptibilidade de estruturas 
metálicas aos efeitos globais de segunda ordem utilizando como base o período 
natural de vibração. 
No âmbito das estruturas em concreto armado, Reis et al. (2017) 
apresentaram o desenvolvimento do parâmetro simplificado 𝜒𝑇 que utiliza o período 
natural de vibração para estimar os efeitos globais de segunda ordem através da 
amplificação dos esforços obtidos de uma análise de primeira ordem.  
O parâmetro 𝜒𝑇  será objeto de estudo do presente trabalho e a 
fundamentação dessa metodologia será discutida com mais detalhes no final do 
capítulo 2.4. No entanto, para a compreensão das grandezas presentes no 
desenvolvimento deste parâmetro serão discutidos alguns conceitos referentes ao 
comportamento dinâmico das estruturas. 
 
2.3 – DINÂMICA DAS ESTRUTURAS 
 
Na dinâmica das estruturas são estudadas as vibrações da estrutura 
impostas através dos carregamentos dinâmicos, que ao contrário dos carregamentos 
estáticos, variam ao longo do tempo. Portanto, em um problema de caráter dinâmico, 
existe a necessidade de calcular os deslocamentos no tempo, chamados de resposta 
dinâmica, antes de determinar os valores máximos das tensões, deformações, 
reações e esforços internos. 
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A principal diferença entre os problemas estáticos e dinâmicos é devida à 
presença de forças inerciais que se opõe ao movimento gerado pela força dinâmica 
(Figura 10). O caráter dinâmico é dominante nas estruturas quando as forças inerciais 
forem grandes em comparação às forças totais aplicadas no sistema.  
 
 
Figura 10. Diferença entre carga estática e dinâmica: (a) carga estática e o seu correspondente 
diagrama de momento fletor, (b) carregamento dinâmico e o seu correspondente diagrama de 
momento fletor  
(Adaptado de Paultre (2011)) 
 
Em sistemas estruturais simples sujeitos a carregamentos dinâmicos, o 
histórico temporal da resposta pode ser representado pela resposta dinâmica de uma 
única coordenada. Esses sistemas são conhecidos como sistemas a um grau de 
liberdade (single degree of freedom – SDOF) e na prática são idealizações do 
comportamento da estrutura, baseadas nas propriedades essenciais do próprio 
sistema (PAULTRE, 2011). Essas propriedades são a massa, a rigidez e o 
amortecimento da estrutura, sendo que este último termo representa um mecanismo 
de dissipação de energia do sistema. 
A Figura 11 apresenta um sistema a um grau de liberdade com massa 𝑚, 
rigidez lateral 𝑘  e amortecimento viscoso 𝑐 . O sistema está sujeito a uma força 
dinâmica 𝑝(𝑡), que varia ao longo do tempo, e provoca o deslocamento 𝑢(𝑡) da massa 
𝑚. O equilíbrio desse sistema pode ser escrito através da equação (24): 
 
 𝑓𝐼(𝑡) + 𝑓𝐷(𝑡) + 𝑓𝑆(𝑡) = 𝑝(𝑡) (24) 
 
onde 𝑓𝐼(𝑡) é a força inercial, 𝑓𝐷(𝑡) representa a força de amortecimento, 
𝑓𝑆(𝑡) sendo a força interna e 𝑝(𝑡) força externa aplicada ao sistema analisado. Todas 
as forças desse sistema variam em função do tempo 𝑡. 
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Figura 11. Problema dinâmico: (a) estrutura linear com carga dinâmica, (b) diagrama de corpo-livre, e 
(c) relações forças internas e deslocamentos, e forças de amortecimento e velocidades 
Fonte: Paultre (2011) 
 
Nos problemas onde existem somente pequenos deslocamentos, a relação 
entre a força interna 𝑓𝑆(𝑡) e o deslocamento 𝑢 é linear (Figura 11c). A relação entre a 
força de amortecimento 𝑓𝐷(𝑡) e a sua velocidade geralmente também é linear para 
pequenas velocidades ?̇?  (Figura 11c). A partir dessas considerações, é possível 
escrever a equação de equilíbrio dinâmico para um sistema a um grau de liberdade 
como: 
 
 𝑚?̈?(𝑡) + 𝑐?̇?(𝑡) + 𝑘𝑢(𝑡) = 𝑝(𝑡) (25) 
 
O equilíbrio dinâmico para uma estrutura com vários graus de liberdade 
pode ser obtido pela substituição de cada termo da equação (25) por um vetor ou uma 
matriz de ordem igual ao número de graus de liberdade do sistema, conforme 
apresentado na equação (26): 
 
 𝑴?̈?(𝑡) + 𝑪?̇?(𝑡) + 𝑲𝒖(𝑡) = 𝒑(𝑡) (26) 
 
onde, 
𝑴  Matriz de Massa 
𝑪   Matriz de Amortecimento 
𝑲   Matriz de Rigidez 




48 CAPÍTULO 2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
No caso de sistemas livres e não amortecidos, as parcelas referentes a 
forças externas e de amortecimento são nulas e sendo assim, a equação (26) pode 
ser reescrita como pode ser observado na equação (27): 
 
 𝑴?̈?(𝑡) + 𝑲𝒖(𝑡) = 0 (27) 
 
Representando os vetores deslocamento e aceleração pelas equações (28) 
e (29), respectivamente: 
 
 𝑢(𝑡) = 𝜙 cos(𝜔𝑡 − 𝜃) (28) 
 
 ?̈?(𝑡) = −𝜔²𝜙 cos(𝜔𝑡 − 𝜃) = −𝜔²𝑢(𝑡) (29) 
 
onde, 
𝜙    forma da deformada da estrutura (não depende do tempo) 
𝜔   frequência angular 
𝜃    ângulo de fase 
 
Substituindo as equações (29) e (28) na equação (27), obtém-se para todos 
os valores de t: 
 
 [𝑲 − 𝜔2𝑴]𝜙 = 0 (30) 
 
A solução trivial 𝜙𝑖 = 0  da equação (30) apresenta um movimento da 
estrutura conhecido como modo de corpo rígido, e que no caso de estruturas civis, 
esses modos de vibração não são de interesse prático. A solução não trivial somente 
é possível se o determinante da matriz [𝑲 − 𝜔²𝑴] for nulo e, portanto, essa solução 
apresenta um problema de autovalores e autovetores generalizados onde: 
 
 𝑑𝑒𝑡 (𝑲 − 𝜔²𝑴) = 𝑑𝑒𝑡 (𝑲 − 𝜆𝑴) = 0 (31) 
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Para uma estrutura com 𝑛 graus de liberdade, a condição de determinante 
nulo da equação (31) conduz a uma equação polinomial de grau 𝑛. Os autovalores 𝜆 
são as raízes do polinômio 𝑃(𝜆) = det(𝑲 − 𝜆𝑴), denominado polinômio característico 
do sistema, e cada valor de 𝜔𝑛 representa uma frequência angular do sistema. Dessa 
forma, para cada autovalor 𝜆𝑛 existe um autovetor 𝜙𝑛 correspondente, que representa 
uma forma generalizada para o deslocamento de cada massa do sistema. Esses 
autovetores são chamados de modos de vibração da estrutura. Os modos de vibração 
(autovetores) podem ser arbitrariamente normalizados em relação ao deslocamento 
de um ponto de referência. A normalização mais utilizada para os modos de vibração 
em estruturas civis é em relação à matriz de massa da estrutura.  
A partir das frequências angulares, é possível obter facilmente os 










O modo de vibração associado com o maior período natural de vibração da 
estrutura é chamado de modo fundamental de vibração. Esse modo é geralmente o 
mais importante em representar a tendência do comportamento da estrutura em 
relação aos esforços laterais.  
Conforme apresentado, para um sistema livre não amortecido, é possível 
descrever os modos e os períodos naturais de vibração utilizando somente a matriz 
de massa e rigidez da estrutura. A estabilidade global de um edifício é influenciada 
principalmente por essas duas grandezas físicas da estrutura. Desta forma, utilizando 
essa relação entre a estabilidade global e o período natural de vibração das estruturas, 
Reis et al. (2017) propuseram o parâmetro 𝜒𝑇, que permite avaliar os efeitos globais 
de segunda ordem de estruturas em concreto armado utilizando o período natural de 
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2.4 – PARÂMETRO 𝝌𝑻 
 
O parâmetro 𝜒𝑇  foi desenvolvido por Reis et al. (2017) com o intuito de 
avaliar a suscetibilidade de estruturas de concreto armado em relação aos efeitos 
globais de segunda ordem, além de ser capaz de estimar os esforços solicitantes finais 
à partir de uma análise simplificada de primeira ordem. Esse parâmetro foi 
desenvolvido utilizando o método de Rayleigh (1945) para sistemas conservativos, 
com a generalização de coordenadas e a aplicação dos princípios dos trabalhos 
virtuais (PTV). O método de Rayleigh (1945) é baseado no princípio da conservação 
da energia, e através dele é possível obter o período natural de vibração de uma barra 
conhecendo suas propriedades físicas, desde que seja admitida a sua deformada 
através de uma função de forma 𝜓. 
As condições de contorno essenciais ou cinemáticas do sistemas são 
aquelas referentes aos deslocamentos e rotações. Por outro lado, existem também as 
condições de contorno relacionadas a forças e momentos, conhecidas como 
condições de contorno naturais do sistema. No método de Rayleigh (1945), uma boa 
aproximação para o período fundamental de vibração da estrutura será obtida 
adotando-se qualquer função de forma, contanto que sejam atendidas pelo menos as 
condições de contorno essenciais (cinemáticas) do problema. Entretanto, quando se 
utiliza uma função de forma que não respeita essas condições naturais do problema 
serão inseridas restrições adicionais no sistema. Essas restrições aumentam a rigidez 
do sistema, e consequentemente, influenciam significativamente o valor do período 
natural de vibração estimado pelo método.  
Neste capítulo são apresentadas, de uma maneira detalhada, as 
considerações utilizadas para o desenvolvimento do parâmetro 𝜒𝑇 . A metodologia 
retratada a seguir foi extraída do trabalho de Reis et al. (2017), entretanto, mais 
detalhes referentes ao parâmetro 𝜒𝑇 podem ser encontrados nos estudos de Reis et 
al. (2015), Reis (2016) e Leitão et al. (2017).  
Para o desenvolvimento do parâmetro 𝜒𝑇 , Reis et al. (2017) utilizou a 
generalização de coordenadas em uma coluna engastada na base e livre no topo, 
com massa e rigidez equivalentes ao de uma estrutura regular, e sujeita a um 
carregamento horizontal 𝐹(𝑥) uniformemente distribuído ao longo de sua altura. Essa 
barra considerava as massas dos pavimentos (𝑚𝑝) em pontos concentrados com 
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altura constante de 3,0 m, e a massa  dos pilares ?̅?  de forma uniformemente 
distribuída ao longo de toda a coluna. A representação desse modelo é apresentado 
na Figura 12. 
 
 
Figura 12. Modelo generalizado adotado por Reis et al. (2017) 
Fonte: Reis et al. (2017) 
 
Dessa forma, a estrutura com múltiplos graus de liberdade foi reproduzida 
através da generalização de coordenadas, ou seja, o deslocamento de todos os 
pontos da estrutura foi representado utilizando uma função de forma 𝜓(𝑥) e uma 
coordenada generalizada. Nessa representação, a coordenada generalizada foi o 
deslocamento 𝑧(𝑡) do topo da barra, e o deslocamento de todos os outros pontos da 
estrutura foi definido pelo produto entre o deslocamento da coordenada generalizada 
𝑧(𝑡) e a função de forma 𝜓(𝑥), que varia em função da altura da barra, conforme 
apresentado na equação (33):  
 
 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥) ∙ 𝑧(𝑡) (33) 
 
A função de forma adotada por Reis et al. (2017) para representar o 
deslocamento do sistema da Figura 12 respeita as condições de contorno essenciais 












Assim, a equação do movimento da estrutura pode ser obtida através da 
aplicação do princípio dos trabalhos virtuais (PTV), em que o trabalho virtual das 
forças externas 𝛿𝑊𝐸  é igual ao trabalho virtual das forças internas 𝛿𝑊𝐼 , quando 
submetido a um deslocamento virtual 𝛿𝑢(𝑥). O trabalho virtual das forças externas da 
barra generalizada em questão pode ser representado pela soma das parcelas do 
trabalho virtual causado pelo carregamento 𝐹(𝑥) e pelas forças inerciais devido a 
aceleração das massas (?̅? e 𝑚𝑝). O trabalho virtual das forças inerciais pode ser 
obtido pela equação (36): 
 
 








 𝑓𝐼(𝑥, 𝑡) = ?̅??̈?(𝑥, 𝑡) = ?̅?𝜓(𝑥)?̈?(𝑡) (36) 
 
 𝛿𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝛿𝑧(𝑡) (37) 
 
Substituindo as equações (36) e (37) em (35), e considerando a 
participação das massas concentradas de cada pavimento 𝑚𝑝, obtém-se: 
 
 
𝛿𝑊𝑓𝐼 = ?̅??̈?(𝑡)𝛿𝑧(𝑡) ∫ (𝜓(𝑥))
2







   
onde 𝜓𝑖 representa o valor da função de forma no pavimento i. O trabalho 
virtual das forças externas devido ao carregamento 𝐹(𝑥) é expresso por: 
 
 
𝛿𝑊𝑓 = ∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝛿𝑢(𝑥)𝑑𝑥 =
𝐻
0
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O trabalho virtual das forças internas é desenvolvido pelo momento de 
tombamento 𝑀(𝑥, 𝑡) após a rotação 𝛿𝜑(𝑥, 𝑡) associada com o deslocamento virtual 
𝛿(𝑥, 𝑡) da barra engastada, e pode ser determinado pela equação (40): 
  






























Para um sistema em equilíbrio, o trabalho virtual das forças internas é igual 
ao trabalho virtual das forças externas, conforme a equação (43): 
 
 𝛿𝑊𝐼 = 𝛿𝑊𝐸 = 𝛿𝑊𝑓 − 𝛿𝑊𝑓𝐼 (43) 
 
 






= 𝐹𝛿𝑧(𝑡) − ?̅??̈?(𝑡)𝛿𝑧(𝑡) ∫ (𝜓(𝑥))
2
























] 𝑧(𝑡) = 𝐹 
(45) 
 
Dessa forma, é possível escrever a equação de movimento generalizada 
para a barra engastada submetida a um carregamento horizontal externo: 
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onde ?̃?  representa a massa generalizada, ?̃?  representa a rigidez 
generalizada e 𝑝(𝑡) representa o carregamento externo generalizado. A frequência 
angular dessa barra generalizada pode ser encontrada através do princípio da 
conservação de energia. Igualando as máximas energias potencial e cinética do 




















Utilizando a função de forma da equação (34) na equação (47), a 










































Substituindo a equação (49) na equação (48), a frequência angular pode 















Através da frequência angular é possível obter o período natural de 



















A massa de cada pavimento pode ser considerada como uma massa 
uniformemente distribuída, onde é possível representar o peso total de todos os 
pavimentos como uma porcentagem do peso total da estrutura. Dessa forma, o peso 
total da estrutura ( 𝑃 ) pode ser representado como a soma do peso total dos 
pavimentos (𝑃𝑝𝑎𝑣), que inclui as lajes e as vigas, e a parcela do peso total dos pilares 
(𝑃𝑝𝑖𝑙), como apresentado na equação (52): 
 
 𝑃 = 𝑃𝑝𝑎𝑣 + 𝑃𝑝𝑖𝑙 (52) 
 
A parcela que representa o peso do pavimento em relação ao peso total da 












O peso total dos pilares e dos pavimentos são obtidos pelas equações (54) 
e (55), respectivamente. Dessa forma, a massa distribuída do sistema (?̅? ) e as 
massas concentradas dos pavimentos (𝑚𝑝) podem ser representadas em função do 
peso total da estrutura (𝑃) e da relação 𝜅𝑝𝑎𝑣, conforme apresentado nas equações 
(56) e (57): 
 
 𝑃𝑝𝑖𝑙 = 𝐻𝑔?̅? (54) 
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onde: 
𝐻  altura total da estrutura 
𝑛  número de pavimentos 
?̅?  massa distribuída dos pilares 
𝑚𝑝 massa do pavimento 
𝑔  aceleração da gravidade 
𝑃  peso total da estrutura 
𝑃𝑝𝑎𝑣 peso total dos pavimentos 
𝑃𝑝𝑖𝑙 peso total dos pilares 
𝜅𝑝𝑎𝑣 relação entre o peso total dos pavimentos e o peso total da 
estrutura 
 
Dessa forma, substituindo as equações (56) e (57) na equação (51), obtém-
se a equação generalizada do período natural de vibração da barra engastada que 













Conforme apresentado anteriormente na equação (18), Franco e 
Vasconcelos (1991) desenvolveram uma equação simplificada para estimar os 
momentos de tombamento de segunda ordem, a partir dos momentos obtidos na 
análise de primeira ordem e a primeira iteração de acréscimo de momentos devido 
aos efeitos globais de segunda ordem. É possível reescrever essa relação dos 
momentos em função das forças atuantes e seus devidos deslocamentos, como 

















Dessa relação, foi proposto uma equação para estimar o fator de 
amplificação dos efeitos de primeira ordem para a barra engastada (Figura 12) 
submetida a um carregamento horizontal uniformemente distribuído. Utilizando-se 
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uma análise linear, é possível escrever a equação da curva de deflexão ( 𝑢(𝑥)), 






∫ (∫ 𝑀(𝑥)𝜕𝑥) 𝜕𝑥 
(60) 
 
A deflexão da barra é oriunda do momento fletor (𝑀(𝑥)) causado pelo 
carregamento horizontal atuante ao longo da barra. A equação (61) apresenta a 
função de momento fletor atuante na barra engastada na base e livro no topo, sujeita 









Substituindo a equação (61) em (61), obtém-se: 
 
 






(6𝐻2𝑥2 − 4𝐻𝑥3 + 𝑥4) 
(62) 
 
Utilizando a equação (62), obtém-se o deslocamento 𝑢𝑖 em qualquer altura 
de pavimento ℎ𝑖. Considerando que cada pavimento 𝑖 possui o mesmo carregamento 
vertical, o mesmo pé-direito ℎ𝑖, e o mesmo carregamento horizontal resultante 𝐹𝑖, é 
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Substituindo esses termos na equação (59) da relação dos momentos, é 


















As somatórias apresentadas no denominador da equação (67) são 




6𝑖2𝑛2 − 4𝑖3𝑛 + 𝑖4
𝑛5
= (𝑛 + 1)















Reescrevendo a equação (67), o fator de amplificação será obtido conforme 














Observando as equações referentes ao período natural de vibração (equação 59) e o 
fator de amplificação (equação 71) da barra engastada, é possível observar a 
existência de termos em comum. A partir dessa relação, Reis et al. (2017) 











6𝑛4 + 𝜅𝑝𝑎𝑣(15𝑛3 + 10𝑛2 − 1)
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72𝑛4 + 𝜅𝑝𝑎𝑣(180𝑛3 + 120𝑛2 − 12)






𝑀1    Momento de primeira ordem 
𝑀2  Momento final de segunda ordem 
𝐻    Altura total do edifício 
𝑇    Período natural de vibração 
𝑛             Número total de pavimentos 
𝑔    Aceleração da gravidade 
𝜅𝑝𝑎𝑣  Relação entre a soma do peso de todos os pavimentos e do peso 
total da estrutura 
 
Percebendo a dimensão da equação proposta inicialmente, uma 
simplificação foi desenvolvida baseada na análise de influência de cada termo 
polinomial presente na equação original e adotando-se o valor de 𝜅𝑝𝑎𝑣 igual a 0,80. 
Após essa simplificação, foram realizadas análises paramétricas com estruturas 
variando o número total de pavimentos de um até vinte, que demonstraram uma 
diferença máxima em relação à equação completa de apenas 1,5%. Assim, a equação 













A equação depende essencialmente do período natural de vibração, da 
altura total e do número de pavimentos da edificação. O sistema generalizado utilizado 
por Reis et al. (2017) para o desenvolvimento do parâmetro, pressupõe que o modo 
fundamental de vibração da estrutura é do tipo flexional. Dessa forma, o período 
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natural de vibração utilizado para análise global de segunda ordem a partir do 
parâmetro 𝜒𝑇  deve ser aquele relacionado ao primeiro modo de vibração do tipo 
flexional, para a direção analisada, no plano da estrutura.  
Portanto, em uma análise dos efeitos globais de segunda ordem para uma 
dada direção, verifica-se o primeiro modo de vibração da estrutura que seja do tipo 
flexional nessa direção. O período natural referente a esse modo de vibração deve ser 
utilizado na equação do parâmetro simplificado para obtenção da amplificação dos 
esforços (M2/M1). 
Reis et al. (2017) analisaram os resultados do parâmetro 𝜒𝑇  em cinco 
modelos diferentes de estruturas simétricas, comparando os resultados da 
amplificação dos esforços obtidos através de uma análise de segunda ordem 
utilizando o processo P-Δ.  
Os resultados obtidos nessas análises mostraram que o parâmetro 
simplificado 𝜒𝑇 apresenta-se como um bom indicativo dos efeitos globais de segunda 
ordem em estruturas de concreto armado. Entretanto, esses autores ressaltam que 
mais estudos são necessários para ajustar e validar essa metodologia simplificada, 
sobretudo na utilização do parâmetro 𝜒𝑇 em estruturas irregulares, principalmente em 
estruturas com sensibilidade à torção.  
Além disso, os valores apresentados pelo parâmetro 𝜒𝑇  nos modelos 
analisados por Reis et al. (2017), mantiveram-se consideravelmente conservadores 
em relação aos pilares mais solicitados da estrutura. Essa situação pode ser explicada 
devido à utilização de uma função de forma durante o desenvolvimento do parâmetro, 
que não atende as condições de contorno naturais do sistema.  
Conforme discutido anteriormente, a utilização do método de Rayleigh 
permite que seja adotada qualquer função de forma, desde que esta função atenda 
pelo menos as condições de contorno essenciais do sistema. Todavia, ressalta-se que 
a adoção de uma função de forma que não atenda as condições de contorno naturais 
do problema resultará em um sistema mais rígido. Como consequência desse 
enrijecimento, o equacionamento do parâmetro 𝜒𝑇 apresenta valores mais elevados  
para a amplificação dos momentos, representando uma envoltória superior em relação 
aos pilares da estrutura.  
Uma alternativa para flexibilizar o sistema e melhorar a estimativa dos 
valores da amplificação de momentos através do parâmetro 𝜒𝑇 foi apresentada por 
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Mamone et al. (2018), através da adoção de uma função de forma que atende às 
condições de contorno essenciais e naturais do problema, simultaneamente. 
Considerando-se a nova função de forma, esses autores verificaram a aplicação do 
parâmetro 𝜒𝑇 em dois modelos simplificados. O primeiro modelo é referente a uma 
barra simples, engastada na base e livre no topo, e o segundo modelo envolve a 
consideração de um pórtico simples e com geometria regular, semelhante ao utilizado 
por Reis et al. (2017). Os resultados obtidos a partir da consideração da nova função 
de forma na formulação do parâmetro 𝜒𝑇 apresentaram valores de amplificação de 
momentos próximos aos obtidos pelos pilares mais solicitados das estruturas. 
Entretanto, conforme discutido anteriormente, os modelos analisados por Reis et al. 
(2017) são modelos simétricos, possuem geometrias com regularidade em planta e 
não apresentam variações de rigidez ao longo de sua altura. Portanto, esses autores 
ressaltam a importância da realização de mais estudos considerando estruturas com 
características mais próximas em relação às edificações reais. 
Uma outra alternativa para flexibilização do equacionamento do parâmetro 
𝜒𝑇 pode ser realizada através da superposição das formas cinemáticas (modos de 
vibração) conhecidas da estrutura. Dessa forma, a amplificação dos momentos, 
devido aos efeitos globais de segunda ordem, poderia ser estimada através da 
consideração dos variados modos de vibração da estrutura. Entretanto, devido ao seu 
recente desenvolvimento, poucos estudos referentes ao parâmetro 𝜒𝑇  foram 
realizados e a consideração dessa alternativa ainda não foi verificada. Neste sentido, 
o parâmetro 𝜒𝑇  ainda carece de mais estudos para o aperfeiçoamento de seus 
resultados.  
Por outro lado, conforme discutido anteriormente, existe também a 
necessidade da realização de mais análises utilizando o parâmetro 𝜒𝑇 em estruturas 
com características mais próximas das edificações construídas, verificando os limites 
da sua aplicabilidade.  
Dessa forma, o presente trabalho visa contribuir na verificação dos limites 
de aplicação, e também no desenvolvimento do parâmetro 𝜒𝑇 . Para tanto, são 
realizadas novas análises a partir da aplicação deste parâmetro em novos modelos 
estruturais. Os modelos analisados neste trabalho englobam estruturas com 
diferentes padrões de irregularidade em planta, variação de rigidez ao longo de sua 
  
 
62 CAPÍTULO 2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
altura, e também estruturas com possível sensibilidade aos efeitos torcionais, em que 
o modo fundamental de vibração é do tipo torcional.  
Além disso, são desenvolvidas quatro novas hipóteses para consideração 
dos modos superiores de vibração no equacionamento do parâmetro 𝜒𝑇. As hipóteses 
apresentam critérios que, baseados no fator de participação de massa modal, 
selecionam um período natural de vibração da estrutura para utilização na equação 
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CAPÍTULO 3 - METODOLOGIA 
 
3.1 – DESCRIÇÃO DOS MODELOS 
 
Para realização deste estudo, foram considerados diversos modelos de 
pórticos espaciais com diferentes geometrias e com alguma forma de irregularidade 
geométrica ou de rigidez em planta, conforme apresentado nas Figuras 13 a 17. Além 
disso, os modelos analisados possuem características multimodais, facilitando a 
análise da influência dos modos superiores no parâmetro simplificado proposto. Os 
modelos estruturais foram obtidos a partir de geometrias utilizadas em edifícios 
construídos no Brasil. Os modelos de estruturas analisados neste trabalho foram 
fornecidos pela empresa de projetos estruturais S4 Sistemas. Os modelos 7 e 8 
representam estruturas reais projetadas no Brasil e têm a função de reproduzir de 
forma mais realista a aplicabilidade do método.  
Observando-se a geometria dessas duas estruturas nas Figuras 15 e 16 é 
possível notar que existem variações acentuadas entre os seus pavimentos, 
principalmente quando inicia-se os pavimentos tipos do prédio. Essas variações na 
geometria dos pavimentos caracterizam uma variação de rigidez ao longo da altura 
da estrutura. Desta forma, os modelos 7 e 8 contribuirão para avaliar a aplicabilidade 
do parâmetro 𝜒𝑇 em estruturas com esse tipo de variação.  
As estruturas de todos os modelos foram geradas através do lançamento 
de suas geometrias no programa de estruturas de concreto armado S4 (S4 Sistemas, 
2015). O processo de análise de cada geometria estudada foi efetuado variando-se a 
quantidade de pavimentos até que a estrutura atingisse o valor limite de 1,3 para o 
coeficiente 𝛾𝑧 , conforme limitado pela ABNT NBR 6118:2014 para aplicação de 
processos simplificados. A exceção ocorreu no modelo 4, em que o número de 
pavimentos desse modelo foi limitado ao valor de 𝛾𝑧 igual a 1,2, devido a sua altura 
total relativamente elevada sem que o valor limite fosse atingido.  
Na Tabela 1 encontram-se as informações gerais dos modelos analisados, 
tais como número de pavimentos, altura máxima, propriedades mecânicas do 
material, carregamentos verticais por pavimento e valores de 𝛾𝑧 para as duas direções 
ortogonais no plano (x e y). As plantas de forma dos pavimentos tipos dos Modelos 
utilizados neste trabalho são apresentadas no Apêndice A. 
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Figura 13. Geometria dos Modelos 1, 2 e 3 
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Figura 14. Geometria dos Modelos 4, 5 e 6 
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Figura 16. Geometria do Modelo 8 
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1 22 66,0 25 23800 5650 1,16 1,32 
2 21 63,0 25 23800 3720 1,18 1,29 
3 28 84,0 25 23800 3220 1,20 1,31 
4 43 129,0 25 23800 8690 1,20 1,18 
5 27 81,0 35 28161 13460 1,16 1,27 
6 30 90,0 35 28161 4570 1,16 1,31 
7 30 90,0 35 28161 5070 (Pav. Tipo) 1,17 1,26 
8 33 66,0 35 28161 4580 (Pav. Tipo) 1,15 1,11 
9 21 63,0 25 23800 3720 1,19 1,27 
 
3.2 – CONSIDERAÇÕES DE PROJETO 
 
Após a definição do número máximo de pavimentos, a estrutura foi 
exportada para o programa SAP2000 v18.0.1 (Computers and Structures, 2015). O 
SAP2000 (Computers and Structures, 2015) é um programa computacional em 
elementos finitos utilizado amplamente pelos projetistas do mundo inteiro, devido a 
sua eficiência para realização de análises lineares, não lineares e também análises 
modais. 
A modelagem das estruturas no SAP2000 (Computers and Structures, 
2015) foi idealizada através da representação dos pilares e das vigas como elementos 
de barra (frames). Esses elementos são delimitados por um nó em cada uma de suas 
extremidades, sendo que temos para cada um desses nós seis graus de liberdade, 
sendo consideradas três translações e três rotações para cada nó do elemento. O 
programa também permite a discretização das barras (frames) em um número maior 
de elementos finitos, permitindo ao usuário definir o grau de refinamento da malha do 
seu modelo. Por outro lado, as lajes das estruturas foram tratadas como diafragmas 
rígidos, e essa representação será esclarecida no decorrer deste capítulo.   
Simultaneamente com a estrutura, também foram exportados os 
carregamentos e combinações de ações obtidas no programa S4 (S4 Sistemas, 
2015). Essas combinações englobam os efeitos da aplicação simultânea dos 
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carregamentos verticais (peso próprio dos elementos e cargas de utilização) e 
carregamentos horizontais (esforços de vento).  
Para cada direção de carregamento devido ao vento, uma combinação de 
carregamentos é criada de tal forma que a análise seja elaborada considerando a 
incidência do vento nas direções principais da estrutura, ou seja, a 0º(𝐹𝑥+), 90º(𝐹𝑦−), 
180º(𝐹𝑥−)  e 270º(𝐹𝑦+) , conforme as prescrições da ABNT NBR 6123:1988. A 
direção dos carregamentos considerados devido ao vento pode ser observada de 
forma esquemática na Figura 18. 
 
 
Figura 18. Direções principais consideradas para o carregamento horizontal devido ao vento 
 
 A magnitude dos carregamentos devidos ao vento foi dividida por faixas 
de pressões, em função da altura de cada estrutura, promovendo assim uma 
distribuição mais realista em relação ao comportamento do vento atuando nas 
estruturas. Entretanto, para a consideração do efeito do diafragma rígido nos 
pavimentos, esses carregamentos foram concentrados em uma única força horizontal 
atuante em cada pavimento das estruturas.  
O efeito diafragma ocorre devido à alta rigidez das lajes em relação aos 
esforços horizontais, conferindo ao pavimento um comportamento próximo ao de um 
diafragma rígido, em que praticamente não ocorrem deformações axiais (FONTES e 
PINHEIRO, 2006). A simulação deste comportamento foi realizada através da 
compatibilização do deslocamento de todos os nós do pavimento em função de um 
único nó posicionado no centro de massa do diafragma, nomeado de “nó mestre”.  
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Desta maneira, o pavimento todo apresentará um deslocamento uniforme, 
caracterizando um movimento horizontal de corpo rígido. Assim, as cargas horizontais 
concentradas oriundas do vento, e atuantes em cada pavimento da estrutura, serão 
aplicadas diretamente sobre esses nós mestres. Mais detalhes referentes a 
consideração do efeito diafragma rígido em estruturas civis podem ser encontrados 
em Raymundo (2012) e Avilla (2016). 
As cargas horizontais concentradas em cada pavimento oriundas do vento, 
e aplicadas no diafragma rígido, podem ser obtidas pelo produto entre a carga 
distribuída atuante no pavimento considerado e a área lateral do pavimento submetida 
ao carregamento. Como exemplo, na Figura 19, são apresentadas as faixas de 
carregamentos devido ao vento atuantes na direção y de uma estrutura com 27 
pavimentos, elaborada utilizando a geometria do Modelo 5. Essas faixas de 
carregamentos foram obtidas através do programa S4 (S4 Sistemas, 2015), utilizando 
os critérios da ABNT NBR 6123:1988, conforme comentado anteriormente. 
 
 
Figura 19. Faixas de carregamentos de vento atuando ao longo da altura de uma estrutura com 27 
pavimentos do Modelo 5 (direção y) e carga concentrada atuante no 24º pavimento. 
 
Nessa figura, é possível observar que o 24º pavimento dessa estrutura está 
localizado em uma faixa que corresponde a um carregamento horizontal distribuído 
igual a 1,22 kN/m². Considerando a área lateral de atuação do carregamento no 24º 
pavimento, a carga horizontal total atuante neste pavimento e aplicada no diafragma 
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onde 𝐹24º,𝑦 representa a carga horizontal concentrada devido ao vento na 
direção y do 24º pavimento. Sendo assim, a força obtida na equação (75) representa 
a carga que será aplicada diretamente no nó mestre deste pavimento. No Apêndice B 
deste trabalho são apresentadas todas as faixas de carregamentos horizontais das 
estruturas analisadas neste trabalho, juntamente com a carga concentrada aplicada 
diretamente no nó mestre de cada pavimento das estruturas. 
Para todas as estruturas, a não-linearidade física do material foi 
considerada de maneira aproximada através do uso dos coeficientes redutores de 
rigidez conforme às prescrições da ABNT NBR 6118:2014. Além disso, os pilares 
foram considerados engastados nas fundações, ou seja, os seus apoios apresentam 
um comportamento indeslocável para translação e rotação em todos os eixos (x, y e 
z). 
No SAP2000 (Computers and Structures, 2015), todas as combinações de 
carregamentos, oriundos das ações horizontais e verticais, foram analisadas 
efetuando-se dois tipos de análise:  a primeira foi uma análise considerando somente 
o momento de tombamento lateral devido às cargas horizontais do vento para a 
obtenção dos esforços de primeira ordem (M1); a segunda análise foi feita 
considerando a posição deformada da estrutura para a determinação dos esforços 
finais de segunda ordem (M2), ou seja, considerando o efeito P-Δ. A razão obtida entre 
os momentos de segunda ordem divididos pelos momentos de primeira ordem das 
duas análises (M2/M1)  representa a amplificação de esforços devido aos efeitos 
globais de segunda ordem.  
A consideração do efeito P-Δ no SAP2000 (Computers and Structures, 
2015), consiste na inserção da matriz de rigidez geométrica 𝐾𝐺 na matriz de rigidez da 
estrutura para consideração do equilíbrio na posição deformada. Simultaneamente, 
foram realizadas análises modais para determinação dos diferentes valores dos 
períodos naturais e de seus respectivos modos de vibração; além dos fatores de 
participação modal da massa para cada um dos diferentes modos de vibração. Nessas 
análises, a massa da estrutura foi definida a partir peso próprio dos elementos 
estruturais e das sobrecargas de utilização.  
A análise modal realizada no SAP2000 (Computers and Structures, 2015) 
se faz através da resolução de um problema de autovalores generalizados, onde os 
autovetores obtidos são ortogonais em relação às matrizes de massa e de rigidez da 
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estrutura, considerando sistemas livres e não amortecidos. Nesta análise, o usuário 
pode especificar o número de modos de vibração a serem determinados. Entretanto, 
na maioria das estruturas, geralmente os primeiros modos de vibração são suficientes 
para representar o comportamento da estrutura. Dessa forma, o programa define 
como uma configuração padrão a determinação dos 12 primeiros modos de vibração.  
Para cada geometria estudada, após a determinação da altura máxima e 
da quantidade de pavimentos que limitavam a utilização de métodos simplificados de 
avaliação, todas as análises realizadas foram repetidas retirando-se um pavimento de 
cada geometria, até que restasse somente um único andar na estrutura. Desse modo, 
foram efetuadas nessa fase do projeto um total de 255 análises.  
Para as geometrias dos modelos 1 ao 8, foi considerada a mesma 
configuração estrutural, independentemente do número de pavimentos da estrutura. 
No caso da geometria 9, que corresponde à mesma geometria do modelo 2, no 
intervalo de cada análise para esse modelo, à medida em que se retirava um 
pavimento, era realizado um novo dimensionamento dos elementos da estrutura, 
apresentando assim uma situação em que ocorre variação na rigidez ao longo da 
altura da estrutura, sendo mais condizente com o que acontece na realidade dos 
projetos de estruturas civis. A diferença entre a seção dos pilares nas estruturas do 
Modelo 9 pode ser observada na Figura 17, em que são apresentadas as geometrias 
do pavimento térreo para uma estrutura com 21 pavimentos e para uma estrutura com 
apenas 4 pavimentos. Desta forma, as estruturas do Modelo 9 também contribuirão 
para avaliação da aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇  em estruturas que apresentam 
variações de rigidez ao longo de sua altura. 
Os resultados obtidos nas análises foram exportados e organizados no 
programa Matlab (Mathworks Inc., 2014), que foi utilizado também na elaboração dos 
gráficos da razão de amplificação de momentos devido aos efeitos globais de segunda 
ordem. Nesses gráficos são apresentados os valores da amplificação dos momentos 
(M2/M1) de todos os pilares da estrutura em função do seu respectivo período natural 
de vibração.  
Na apresentação e nas discussões dos resultados, os valores de 
amplificação de momentos (M2/M1) menores que 1,0 foram descartados. Por outro 
lado, os pilares da base da estrutura, que apresentaram os maiores valores de 
momento fletor, foram nomeados como pilares críticos e os seus valores de 
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amplificação de momentos foram destacados nos gráficos para critério de análise e 
comparação de resultados. 
Geralmente, os pilares que apresentam valores muito pequenos de 
momentos de primeira ordem, podem vir a apresentar valores elevados de 
amplificação de momentos. Nesses pilares, qualquer aumento do momento após a 
análise de segunda ordem será significativo em relação ao momento de primeira 
ordem. Para representar essa situação, são apresentados na Figura 20 os momentos 




Figura 20. Amplificação dos momentos nos pilares P1 e P2 de uma estrutura com 11 pavimentos do 
Modelo 2 utilizado por Reis et al. (2017). 
Adaptado de Reis et al. (2017) 
 
O pilar P2 possui um momento de primeira ordem M1 igual a 0,46 kN.m e 
um momento de segunda ordem M2 igual 3,28 kN.m, resultando em uma amplificação 
de momentos igual a 7,13. Esse exemplo apresenta um pilar que praticamente não 
possui significância no dimensionamento estrutural, devido aos pequenos momentos 
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atuantes no elemento e, portanto, pode ser descartado da análise. A consideração 
desses valores de amplificação levariam a um método bastante conservador visto que 
o parâmetro 𝜒𝑇 é aplicado à estrutura como um todo, não sendo analisados os pilares 
de cada pavimento.  
Além disso, nesse mesmo pilar é possível observar valores de momento de 
primeira ordem superiores aos de segunda ordem, resultando assim em um valor da 
relação M2/M1 inferior a 1. O exemplo apresentado ilustra o critério utilizado por Reis 
(2016) para filtrar os valores não representativos e que devem ser descartados da 
análise, sendo que este mesmo critério foi adotado neste estudo. Esse mesmo autor 
apresenta um outro exemplo, através da idealização de uma barra, submetida a um 
momento fletor em suas extremidades, carga horizontal aplicada em seu topo, e uma 
carga vertical distribuída ao longo de sua altura, conforme ilustrado na Figura 21. 
Neste exemplo foram realizadas análises de primeira e de segunda ordem, e o 
diagrama representativo de momentos está apresentado ao longo da altura da barra.  
 
 
Figura 21. Exemplo de um pilar engastado na base para explicação de distúrbios em relação à 
amplificação de momentos 
Adaptado de Reis (2016) 
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Na Figura 21 encontram-se destacadas três regiões, denominadas A, B e 
C, em que os valores da amplificação de momentos M2/M1 dos pilares não possuem 
representatividade por possuírem valores desprezíveis de momentos. A região C 
apresenta elevados valores de amplificação de momentos devido aos pequenos 
valores de momentos de primeira ordem. Essa região representa a mesma situação 
mostrada no pilar P2 do exemplo anterior e sendo assim, um pequeno acréscimo de 
momento após a análise de segunda ordem, resultará em um elevado valor de 
amplificação de momentos.  
Na região B, em razão da inversão do sentido do momento fletor após a 
análise de segunda ordem, a relação M2/M1 será negativa. Finalmente, tem-se na 
região A um valor de momento de segunda ordem relativamente pequeno em relação 
ao momento de primeira ordem e, portanto, o valor da amplificação de momento será 
menor que 1. Observa-se que esta última situação ocorre devido à variação do ponto 
de inflexão do diagrama de momentos após a análise de segunda ordem. 
Dessa forma, Reis et al. (2017) sugerem que os pilares que apresentem 
um desses tipos relatados de comportamento devem ser desconsiderados do estudo, 
especialmente em virtude dos seus desprezíveis valores de momentos, e do fato de 
um comportamento não significativo para o dimensionamento estrutural. Assim, 
apenas os pilares com valores consideráveis de momentos e esforços normais são 
analisados neste trabalho.   
Os valores dos períodos naturais de vibração de uma estrutura independem 
dos carregamentos horizontais atuantes na mesma. Sendo assim, os valores 
apresentados pelo parâmetro 𝜒𝑇 não se alteram com a variação dos carregamentos 
horizontais atuantes. Entretanto, o parâmetro 𝜒𝑇  representa a razão entre os 
momentos M2/M1, ou seja, a partir do produto do parâmetro 𝜒𝑇  pelo momento de 
primeira ordem (M1), obtém-se o momento final de segunda ordem (M2) para uma 
estrutura qualquer. Dessa forma, na aplicação do parâmetro 𝜒𝑇 , o carregamento 
horizontal é levado em consideração na análise durante a etapa de obtenção do 
momento de primeira ordem (M1).  
Os valores da razão de amplificação dos momentos (M2/M1) dos pilares da 
estrutura podem variar à medida que os carregamentos horizontais se alteram. 
Entretanto, essas variações ocorrem geralmente nos pilares que apresentam esforços 
solicitantes relativamente pequenos. Os pilares que condicionam o dimensionamento 
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da estrutura são aqueles considerados mais solicitados, que usualmente são 
submetidos a elevados esforços de flexão. Nesses pilares mais solicitados, os valores 
da amplificação dos momentos (M2/M1) não variam significativamente com a variação 
do carregamento horizontal.  
Com o intuito de verificar a influência da variação do carregamento 
horizontal nos valores de amplificação de momentos dos pilares mais solicitados de 
uma estrutura, foi realizada uma análise paramétrica para estruturas com a geometria 
do modelo 2, e considerando-se variações na velocidade do vento atuante para 10, 
15 e 20 pavimentos. Nessa análise foram considerados carregamentos horizontais 
para velocidades de vento variando entre 30 m/s e 40 m/s. Nas tabelas 2 e 3 são 
apresentados os valores da amplificação de momentos (M2/M1) do pilar mais solicitado 
(pilar crítico) dos modelos analisados. 
É importante salientar que o aumento da velocidade do vento aumenta 
significativamente os esforços de flexão atuantes em todos os pilares dos modelos. 
Entretanto, à medida em que os valores dos momentos de primeira ordem (M1) 
aumentam, os valores dos momentos finais de segunda ordem (M2) também 
aumentam, o que resulta em pequenas variações nos valores da amplificação dos 
momentos (M2/M1). Portanto, os resultados apresentados nas tabelas 2 e 3 
evidenciam que a variação do carregamento horizontal atuante na estrutura não altera 
de forma significativa a amplificação de momentos fletores para os pilares mais 
solicitados da estrutura. 
 
Tabela 2 – Amplificação dos momentos dos pilares críticos para estruturas do Modelo 2, variando o 






















30 P16 144,09 152,82 1,0606 
35 P16 192,55 204,59 1,0625 
40 P16 248,47 264,34 1,0638 
15 Pav. 
30 P16 230,11 255,49 1,1103 
35 P16 309,68 344,51 1,1125 
40 P16 401,49 447,26 1,1140 
20 Pav. 
30 P16 321,93 376,31 1,1689 
35 P16 434,67 509,20 1,1715 
40 P16 564,76 662,57 1,1732 
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Tabela 3 – Amplificação dos momentos dos pilares críticos para estruturas do Modelo 2, variando o 











Ordem – M1 
(kN.m)   
Momento de 
Primeira 
Ordem – M2 






30 P20 1042,00 1132,29 1,0866 
35 P20 1424,99 1548,82 1,0869 
40 P20 1866,89 2029,42 1,0871 
15 Pav. 
30 P20 1795,81 2105,96 1,1727 
35 P20 2451,27 2875,26 1,1730 
40 P20 3207,56 3762,96 1,1732 
20 Pav. 
30 P20 2611,05 3370,85 1,2910 
35 P20 3561,12 4598,27 1,2912 
40 P20 4657,36 6014,48 1,2914 
 
É importante ressaltar que o SAP2000 (Computers and Structures, 2015) é 
um programa de modelagem por elementos finitos e que o grau de discretização dos 
elementos de uma estrutura pode afetar significativamente precisão da resposta. 
Entretanto, o grau de discretização dos elementos está diretamente relacionado ao 
tempo de processamento do modelo. Dessa forma, é de fundamental importância que 
seja realizado um teste de malha para a definição de um grau de refinamento que 
apresente uma resposta confiável e que também não onere significativamente o custo 
computacional.  
Diante disso, um teste para verificação da necessidade do refinamento de 
malha foi realizado utilizando uma estrutura com 20 pavimentos elaborada à partir do 
Modelo 9. Assim, os elementos da estrutura foram discretizados seguindo dois níveis 
de refinamento de malha, sendo o primeiro considerando 8 elementos finitos para 
cada barra, e o segundo considerando apenas um elemento entre os nós de 
extremidade das barras. Para cada nível de refinamento de malha dos elementos, foi 
realizada uma análise modal e uma análise estática considerando o efeito P-Δ para o 
vento atuando na direção y da estrutura. A Tabela 4 apresenta a comparação entre 
os esforços apresentados na base de 10 pilares da estrutura, considerando os dois 
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Tabela 4 – Comparação entre grau de discretização dos elementos – Estrutura com 20 Pavimentos 
(Modelo 9 – Direção y) 
Pilares 
Esforços Normais (kN) Momentos Fletor (kNm) 
1 
elemento 










1 265,630 265,627 0,00% 4,83 4,82 0,09% 
2 210,660 210,659 0,00% 7,99 7,99 0,01% 
3 178,618 178,617 0,00% 6,10 6,10 0,03% 
4 188,141 188,142 0,00% 6,34 6,34 0,03% 
5 192,874 192,873 0,00% 5,97 5,97 0,03% 
6 255,992 255,989 0,00% 5,64 5,63 0,08% 
7 250,056 250,058 0,00% 12,60 12,60 0,01% 
8 441,018 441,020 0,00% 33,23 33,23 0,00% 
9 381,052 381,053 0,00% 27,48 27,48 0,01% 
10 470,525 470,529 0,00% 35,43 35,43 0,00% 
 
A diferença entre os períodos naturais de vibração dessa estrutura também 
não variaram significativamente, sendo que as diferenças ocorridas apresentam-se na 
terceira casa decimal. Desta forma, é perceptível que a diferença entre os dois níveis 
de discretização é mínimo para o tipo de resposta esperada. Sendo assim, neste 
estudo foi considerado apenas um elemento finito entre os nós de extremidade de 
cada barra do modelo. Utilizando-se esse grau de discretização, as geometrias 
analisadas neste trabalho apresentaram cerca de 240 nós por pavimento, sendo seis 
graus de liberdade para cada nó. Dessa forma, uma estrutura com 43 pavimentos 
elaborada com a geometria do Modelo 4, apresenta algo em torno de 62000 graus de 
liberdade. 
 
3.3 – HIPÓTESES 
 
A hipótese original de utilização do parâmetro 𝜒𝑇, apresentada nos estudos 
Reis et al. (2017) utiliza o período natural de vibração relacionado ao primeiro modo 
de vibração flexional da estrutura, de acordo com a direção analisada. Com o intuito 
de verificação da influência dos diferentes modos de vibração da estrutura na 
sensibilidade aos efeitos globais de segunda ordem, foram elaboradas quatro novas 
hipóteses para aplicação no parâmetro simplificado 𝜒𝑇. Cada uma dessas hipóteses 
possui critérios específicos para seleção do período natural de vibração que será 
aplicado na equação do parâmetro simplificado 𝜒𝑇 . Os resultados obtidos serão 
  
 
80 CAPÍTULO 3 - METODOLOGIA 
comparados aos resultados das amplificações finais de momentos para os pilares das 
estruturas analisadas. Na Tabela 5 é apresenta de forma sucinta as diferentes 
hipóteses analisadas para seleção do período natural de vibração, incluindo a 
hipótese original (hipótese I) adotada por Reis et al. (2017). A seguir, cada uma dessas 
hipóteses é apresentada e discutida de maneira detalhada.  
 
Tabela 5 – Descrição resumida de cada hipótese para seleção do período natural de vibração 
Hipótese Descrição 
I  1º Modo Flexional na direção considerada - Original (REIS et al., 2017) 
II 1º Modo de vibração (Modo fundamental) – independente da direção 
III 1º Modo Flexional na direção considerada – Hipótese adaptada 
IV 
Média geométrica dos períodos naturais de vibração baseados na 
participação da massa modal 
V 
Média dos períodos naturais de vibração ponderados pela participação 
da massa modal 
 
3.3.1 – Hipótese I - 1º modo flexional na direção considerada – Hipótese original 
(REIS et al., 2017) 
 
A hipótese I é a hipótese original apresentada no trabalho de Reis et al. 
(2017), em que o período natural de vibração selecionado, para aplicação no 
parâmetro 𝜒𝑇, é aquele relacionado ao primeiro modo de vibração flexional na direção 
considerada. A partir dos primeiros modos de vibração da estrutura, o período natural 
de vibração a ser escolhido deve ser aquele que apresente uma participação de 
massa modal superior a 35% para um modo de vibração flexional na direção em 
análise. Nas situações em que nenhum dos modos de vibração apresentem essa 
porcentagem de participação da massa modal, o período selecionado será aquele 
referente a um modo de vibração que apresente uma porcentagem de massa modal 
superior ao percentual apresentado pelas outras duas direções ortogonais.  
A Tabela 6 apresenta resultados dos modos de vibração de uma estrutura 
com 22 pavimentos, elaborada com a geometria do modelo 1, obtidos através de uma 
análise modal. Essa tabela será utilizada para exemplificar a seleção do período 
natural de vibração que deverá ser aplicado na equação do parâmetro 𝜒𝑇, de modo a 
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se estimar os efeitos globais de segunda ordem, para uma das direções ortogonais 
no plano dessa estrutura. Nesse exemplo, a análise será efetuada para a direção x. 
 
Tabela 6 – Exemplo de Participação modal dos 4 primeiros modos de vibração de uma estrutura de 


















1 5,87 0,01 % 71,29 % 0,01 % 71,29 % 33,30 % 
2 5,59 0,34 % 0,01 % 0,35 % 71,30 % 23,41 % 
3 4,33 74,88 % 0,01 % 75,23 % 71,31 % 16,49 % 
4 1,77 0,01 % 0,02 % 75,24 % 71,33 % 3,68 % 
 
Iniciando pelo primeiro modo de vibração, verifica-se o porcentual da 
participação da massa modal mobilizada por esse modo na direção em análise. 
Percebe-se que para o primeiro modo de vibração o porcentual de participação da 
massa modal na direção x é igual a 0,01%. Esse valor é inferior ao valor limite imposto 
pela hipótese I (35%), portanto, o primeiro modo de vibração não satisfaz a hipótese 
e a verificação deve seguir para o próximo modo de vibração. O segundo modo de 
vibração mobiliza 0,34% de massa modal na direção x, novamente esse valor é inferior 
ao porcentual de 35% e o modo não satisfaz o critério. 
Observa-se que o terceiro modo de vibração mobiliza 74,88% de massa 
modal para direção x, um valor superior aos 35% limitados pela hipótese, sendo assim 
o terceiro modo de vibração satisfaz a hipótese I. Dessa maneira, o período natural 
de vibração que será aplicado na equação do parâmetro 𝜒𝑇 é aquele relacionado ao 
terceiro modo de vibração, nesse caso, o período de vibração possui um valor de 4,33 
s na direção x.  
Raramente, podem ocorrer situações em que nenhum dos doze primeiros 
modos de vibração apresentem um percentual superior a 35% em alguma das 
direções. Nessa situação, deverá ser verificada a existência de um modo de vibração 
que mobilize um porcentual de massa modal na direção em análise superior ao 
porcentual de massa modal das outras duas direções ortogonais.  
A utilização dessa hipótese, contribuirá para a continuação dos estudos 
iniciados por Reis et al. (2017), através da verificação da aplicabilidade do parâmetro 
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𝜒𝑇  em novos modelos estruturais, com irregularidades significativas em sua 
geometria. Os resultados obtidos por essa hipótese também servirão como base para 
comparações entre os resultados apresentados pelas demais hipóteses propostas 
nesse trabalho.  
 
3.3.2 – Hipótese II - 1º Modo de vibração (Modo fundamental) 
 
Nessa hipótese, o período natural de vibração selecionado é aquele 
relacionado ao modo fundamental de vibração da estrutura, ou seja, o primeiro modo 
de vibração, independentemente da direção analisada e do tipo do modo de vibração. 
Esse tipo de análise visa verificar o que acontece caso seja utilizado o parâmetro 
simplificado em pórticos tridimensionais sem a preocupação com o tipo de modo de 
vibração a ser utilizado, seja ele flexional, torcional ou misto flexo-torcional.  
Além disso, essa hipótese serve para verificar aplicabilidade do modo 
fundamental como indicador dos efeitos de segunda ordem para o pórtico 
tridimensional completo, sem a consideração da análise para diferentes direções no 
plano, como usualmente é feito quando se utilizam métodos simplificados de análise. 
Portanto, nessa análise será verificada a situação em que o projetista utiliza o 
parâmetro 𝜒𝑇  com o valor do período fundamental de vibração, sem que seja 
observado o tipo e a direção do modo de vibração da estrutura. 
 
3.3.3 – Hipótese III – 1º Modo Flexional (Hipótese adaptada) 
 
Na hipótese III, o período natural de vibração selecionado é aquele 
referente ao primeiro modo de vibração flexional na direção considerada da análise. 
Na análise dos efeitos globais de segunda ordem verifica-se o modo de vibração que 
mobilize na direção analisada um porcentual de massa modal superior aos 
percentuais das outras direções ortogonais e também superior a porcentagem de 
rotação em torno do eixo z (significativas em modos de vibração torcionais). 
A diferença dessa hipótese para a original (hipótese I) é devido ao fato 
dessa hipótese considerar a possível presença de um modo misto, do tipo 
flexo/torcional, com uma predominância torcional, e em que os porcentuais de 
participação da massa modal sejam relativamente elevados para uma das direções (x 
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ou y), mas com predominância de participação da massa modal para a rotação em 
torno do eixo z. Nessa situação, caso a participação de massa modal da direção 
considerada apresente porcentagem superior a 35%, a hipótese I (original de Reis et 
al. (2017)) seleciona equivocadamente um período natural relacionado a um modo 
misto, predominantemente torcional, ao invés de um modo realmente de caráter 
flexional para a direção em análise.  
Para exemplificar a seleção do período natural de vibração que deverá ser 
aplicado na equação do parâmetro 𝜒𝑇  utilizando os critérios da hipótese III, são 
apresentados na Tabela 7 os resultados do fator de participação da massa modal para 
uma estrutura com 18 pavimentos, elaborada com a geometria do Modelo 6. Nesse 
exemplo a análise será efetuada para a direção y. 
 
Tabela 7 – Exemplo dos 4 primeiros modos de vibração de uma estrutura com 18 pavimentos 





Participação da Massa Modal (%) 









1 4,68 5,90 % 51,44 % 5,90 % 51,44 % 51,57 % 
2 3,88 10,56 % 21,02 % 16,46 % 72,46 % 14,34 % 
3 2,86 52,31 % 0,08 % 68,77 % 72,53 % 7,74 % 
4 1,42 1,02 % 7,12 % 69,79 % 79,65 % 7,80 % 
 
Iniciando pelo primeiro modo de vibração, verifica-se o porcentual da 
participação da massa modal mobilizada por esse modo na direção em análise. 
Percebe-se que para o primeiro modo de vibração, o porcentual de participação da 
massa modal na direção y é igual a 51,44 %. Esse porcentual é superior ao de sua 
direção ortogonal x (5,90 %), entretanto, é levemente inferior ao porcentual de massa 
modal mobilizado pela rotação em torno do eixo z. Portanto, o primeiro modo de 
vibração não satisfaz a hipótese e a verificação deve seguir para o próximo modo de 
vibração.  
O segundo modo de vibração mobiliza 21,02 % de massa modal na direção 
y, esse valor é superior ao porcentual mobilizado pela direção x (10,56 %) e também 
é superior ao porcentual mobilizado pela rotação em torno do eixo z (14,34 %), sendo 
assim o segundo modo de vibração satisfaz a hipótese III. Dessa maneira, o período 
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natural de vibração que será aplicado na equação do parâmetro 𝜒𝑇  é aquele 
relacionado ao segundo modo de vibração, nesse caso, o período de vibração com 
valor de 3,88 s para a direção y. 
Pode ser observado que se utilizada a hipótese I original nestas mesmas 
condições, o valor do período de vibração relacionado ao primeiro modo de vibração, 
seria o escolhido para aplicação do parâmetro 𝜒𝑇. Entretanto, esse modo de vibração 
não é um modo predominantemente flexional na direção y, e sim, um modo do tipo 
misto com influência flexional em y e torcional, pois a mobilização de massa modal 
para rotação em z também é bastante significativa. 
 
3.3.4 – Hipótese IV – Média geométrica dos períodos naturais de vibração baseados 
na participação de massa modal 
 
O período natural de vibração selecionado nessa hipótese é aquele 
resultante de uma média geométrica entre os períodos naturais de vibração 
relacionados aos primeiros modos de vibração. Sendo assim, o período de vibração 
da hipótese IV pode ser obtido através da equação (75): 
 




sendo 𝑇𝑛 o período natural de vibração do enésimo modo. 
 
O número 𝑛  de períodos naturais 𝑇𝑛  que participam dessa média 
geométrica é em função da somatória acumulada da porcentagem de mobilização da 
massa modal dos primeiros modos de vibração, para a direção considerada. A partir 
dos primeiros modos de vibração, serão selecionados 𝑛  períodos naturais 
relacionados aos primeiros 𝑛 modos de vibração, até que a somatória acumulada da 
porcentagem de participação da massa modal na direção em análise seja igual ou 
maior que um valor definido. Neste trabalho, os valores definidos para somatória 
acumulada serão de 75% e 90% da participação de massa modal.  
O objetivo dessa hipótese é verificar a influência dos modos secundários 
de vibração na sensibilidade da estrutura aos efeitos globais de segunda ordem. Para 
exemplificar a seleção do período natural de vibração da hipótese IV, apresenta-se a 
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Tabela 8 com as características dos doze primeiros modos de vibração de uma 
estrutura com 20 pavimentos elaborados com o Modelo 3. Em uma primeira análise, 
o período natural de vibração selecionado será referente a uma média geométrica dos 
𝑛 primeiros períodos, até que a somatória da porcentagem de massa modal na direção 
considerada seja igual a 75%. 
 
Tabela 8 – Exemplo dos 12 primeiros modos de vibração de uma estrutura com 20 pavimentos 





Participação da Massa Modal (%) 







1 5,60 1,13 % 67,11 % 1,13 % 67,11 % 50,80 % 
2 5,23 55,11 % 2,48 % 56,24 % 69,59 % 2,02 % 
3 4,25 20,75 % 0,36 % 76,99 % 69,96 % 17,93 % 
4 1,65 7,94 % 0,02 % 84,93 % 69,98 % 0,05 % 
5 1,53 0,05 % 13,39 % 84,98 % 83,37 % 9,70 % 
6 1,32 1,78 % 0,01 % 86,76 % 83,37 % 3,55 % 
7 0,91 3,28 % 0,02 % 90,03 % 83,39 % 0,09 % 
8 0,72 0,26 % 2,95 % 90,29 % 86,34 % 0,55 % 
9 0,69 0,18 % 2,12 % 90,47 % 88,45 % 4,19 % 
10 0,60 1,88 % 0,01 % 92,34 % 88,46 % 0,05 % 
11 0,45 0,25 % 0,09 % 92,60 % 88,55 % 0,28 % 
12 0,44 0,25 % 0,00 % 92,85 % 88,55 % 0,00 % 
 
Os três primeiros modos de vibração dessa estrutura possuem períodos 
naturais iguais 𝑇1 = 5,60 𝑠 , 𝑇2 = 5,23 𝑠 , 𝑇3 = 4,25 , e esses modos de vibração 
mobilizam um porcentual de massa modal para a direção x igual a 1,13%, 55,11%, 
20,75%, respectivamente.  
Sendo assim, a média geométrica deverá incluir os valores dos três 
primeiros períodos naturais de vibração, resultando em um período natural de 
vibração igual a: 
 
 𝑇𝑀.𝐺𝑒𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 (75%) = √5,60 ∙ 5,23 ∙ 4,25
3
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Para uma análise em que seja considerado um valor mínimo de soma 
acumulada de participação de massa modal igual a 90%, a média geométrica deve 
ser elaborada utilizando os valores dos sete primeiros períodos naturais de vibração. 
 
3.3.5 – Hipótese V – Média dos períodos naturais de vibração ponderados pela 
participação da massa modal 
 
O período natural de vibração selecionado nessa hipótese é aquele 
resultante de uma composição dos períodos naturais de vibração ponderados pelos 
seus respectivos fatores de participação da massa modal na direção considerada. 
Sendo assim, o período ponderado da hipótese V pode ser obtido através da equação 
(76): 
 
 𝑇𝑀é𝑑𝑖𝑎𝑃𝑜𝑛𝑑𝑒𝑟𝑎𝑑𝑎 = 𝑇1𝑈1 + 𝑇2𝑈2 + ⋯ + 𝑇𝑛𝑈𝑛 (76) 
 
Sendo 𝑇𝑛 o período natural de vibração do enésimo modo e 𝑈𝑛 o fator de 
participação da massa modal do enésimo modo na direção considerada.  
 
O objetivo dessa hipótese, assim como na hipótese IV, é verificar a 
influência dos modos secundários de vibração na sensibilidade da estrutura aos 
efeitos globais de segunda ordem.  
Apenas para exemplificar a seleção de período através da hipótese V, 
apresenta-se a Tabela 9 com características dos doze primeiros modos de vibração 
de uma estrutura de 21 pavimentos elaborada a partir da geometria do modelo 2. 
Utilizando-se os doze primeiros períodos naturais de vibração, elabora-se uma soma 
dos períodos de vibração ponderados pelos seus respectivos fatores de participação 
de massa modal na direção em análise. Nesse exemplo, a direção analisada é a 
direção y. A partir dos valores do fator de participação modal apresentados na Tabela 
9, o valor do período ponderado de vibração da hipótese V será obtido com a utilização 
da equação (76): 
 
𝑇𝑀é𝑑𝑖𝑎𝑃𝑜𝑛𝑑𝑒𝑟𝑎𝑑𝑎 =
(7,09 ∙ 72,38 + 6,38 ∙ 0,67 + ⋯ + 0,67 ∙ 2,45)
100
= 5,49 𝑠 
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Tabela 9 – Exemplo dos 12 primeiros modos de vibração de uma estrutura com 21 pavimentos 





Participação da Massa Modal (%) 








1 7,09 0,09 % 72,38 % 0,09 % 72,38 % 42,75 % 
2 6,38 0,74 % 0,67 % 0,83 % 73,05 % 8,74 % 
3 5,70 75,58 % 0,05 % 76,41 % 73,10 % 23,66 % 
4 2,14 0,05 % 8,81 % 76,46 % 81,91 % 7,50 % 
5 2,07 0,05 % 2,70 % 76,51 % 84,61 % 0,01 % 
6 1,83 10,30 % 0,01 % 86,81 % 84,62 % 3,22 % 
7 1,21 0,03 % 0,19 % 86,84 % 84,81 % 1,14 % 
8 1,08 0,01 % 4,24 % 86,85 % 89,05 % 1,64 % 
9 1,02 3,60 % 0,02 % 90,45 % 89,07 % 1,22 % 
10 0,82 0,01 % 0,05 % 90,46 % 89,12 % 0,52 % 
11 0,69 1,96 % 0,01 % 92,42 % 89,13 % 0,45 % 
12 0,67 0,01 % 2,45 % 92,43 % 91,58 % 1,24 % 
 
Esse número equivalente aos doze primeiros modos de vibração foi 
adotado devido a quantidade padrão de modos de vibração que são apresentados no 
SAP2000 (Computers and Structures, 2015). Para a seleção da quantidade de modos 
de vibração a serem utilizados nessa hipótese, análises comparativas foram efetuadas 
variando-se a quantidade de modos selecionados de acordo com a porcentagem de 
massa total mobilizada. Essas análises foram efetuadas considerando um número de 
modos de vibração que mobilizasse entre 75% e 90% da massa total, para a direção 
analisada.  
O objetivo dessa verificação é o de avaliar a quantidade mínima de modos 
de vibração necessária a ser considerada na aplicação da Hipótese V. Desta maneira, 
foram efetuadas análises com os modelos apresentados nas Figuras 13 a 17, e para 
três configurações da quantidade de pavimentos. Foram consideradas nessas 
análises estruturas com 10, 20 e o número máximo de pavimentos adotados. Os 
resultados dessa comparação podem ser observados na Tabela 10, em que se 
apresentam os valores obtidos através da aplicação do período de vibração da 
hipótese V na equação do parâmetro 𝜒𝑇.  
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Tabela 10 – Análise comparativa entre os valores de 𝝌𝑻 obtidos pela hipótese III variando-se a 
quantidade de modos de vibração em função da massa total mobilizada - 75% e 90% 
Modelo Direção 
10 Pavimentos 20 Pavimentos Max. de 
Pavimentos 
75 % 90 % 75 % 90 % 75 % 90 % 
1 
x 1,027 1,028 1,069 1,077 1,079 1,089 
y 1,122 1,036 1,112 1,132 1,153 1,158 
2 
x 1,052 1,057 1,147 1,166 1,159 1,179 
y 1,066 1,068 1,235 1,252 1,261 1,277 
3 
x 1,044 1,049 1,124 1,138 1,205 1,230 
y 1,035 1,035 1,146 1,150 1,302 1,303 
4 
x 1,044 1,045 1,117 1,131 1,428 1,453 
y 1,023 1,023 1,086 1,088 1,378 1,393 
5 
x 1,024 1,025 1,100 1,103 1,046 1,047 
y 1,046 1,047 1,179 1,185 1,082 1,084 
6 
x 1,014 1,015 1,055 1,057 1,119 1,123 
y 1,035 1,038 1,121 1,128 1,251 1,265 
7 
x 1,010 1,011 1,031 1,033 1,082 1,083 
y 1,019 1,020 1,058 1,061 1,172 1,177 
8 
x 1,016 1,017 1,047 1,048 1,108 1,113 
y 1,015 1,015 1,038 1,039 1,082 1,086 
9 
x 1,067 1,069 1,197 1,204 1,207 1,215 
y 1,070 1,072 1,258 1,268 1,256 1,287 
 
Pode-se observar a partir dos resultados da Tabela 10 que a diferença 
entre os valores obtidos pela consideração de 75% da massa total é muito pequena 
em relação aos resultados obtidos pela consideração do valor de 90%. A diferença 
máxima apresentada nessa comparação, considerando todas as estruturas 
analisadas, foi de 2,4%. Portanto, essas diferenças de valores são consideradas não 
significativas. Dessa forma, recomenda-se que o número de modos de vibração a ser 
considerado nessa análise deve ser suficiente para mobilizar ao menos 75% da massa 
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Os resultados das análises modais e das análises de segunda ordem para 
cada um dos modelos serão apresentados sob a forma de gráficos. A partir da análise 
modal, efetuada nas diferentes geometrias analisadas, foram elaborados gráficos com 
curvas referentes a porcentagem de participação da massa modal mobilizada pelo 
primeiro modo de vibração, em função do número de pavimentos de cada modelo. 
Esses gráficos permitem verificar e identificar o comportamento da estrutura, com o 
aumento de sua altura, através do seu primeiro modo de vibração.  
Para a análise dos efeitos globais de segunda ordem, inicialmente serão 
plotados sob a forma de nuvem de pontos, os valores das amplificações de momentos 
de todos os pilares (M2/M1) de cada geometria analisada, em função do período 
natural de vibração, para cada direção no plano da estrutura (x e y). Os valores do 
parâmetro 𝜒𝑇  são representados por uma curva que varia em função do período 
natural de vibração da estrutura. Nesta primeira análise, os valores do parâmetro 𝜒𝑇 
apresentados para avaliação dos efeitos globais de segunda ordem são aqueles 
relacionados à hipótese I, ou seja, seguem os critérios da hipótese original utilizada 
por Reis et al. (2017).  
A linha vertical tracejada em cada figura indica uma mudança no caráter do 
primeiro modo de vibração (flexão, torção, flexo-torção, etc) da estrutura em função 
da quantidade de pavimentos analisada. Ressalta-se que os valores de amplificação 
de momentos para os pilares considerados críticos de cada estrutura são plotados 
para efeito de comparação do parâmetro simplificado e sua capacidade de prever a 
amplificação de momentos devido aos efeitos globais de segunda ordem. Esses 
pilares, por apresentarem esforços consideráveis, possuem fundamental importância 
no dimensionamento estrutural. Por outro lado, os pilares que apresentaram relações 
de momentos inferiores a um foram descartados da análise, conforme discutido 
anteriormente. 
Posteriormente, a última análise apresenta uma comparação dos 
resultados obtidos a partir da aplicação de cada hipótese apresentada anteriormente. 
Utilizando-se dessas hipóteses de seleção, os períodos naturais de vibração serão 
selecionados e aplicados no equacionamento do parâmetro simplificado 𝜒𝑇 .  De 
acordo com o seu critério de seleção, cada hipótese considerada seleciona um 
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determinado período natural de vibração. Para efeito de facilidade na representação 
dos resultados, as nuvens de pontos das amplificações dos momentos de todos os 
pilares, juntamente com as curvas de valores de cada hipótese, serão apresentadas 
em função do número de pavimentos das estruturas analisadas.  
A Tabela 11 apresenta uma legenda descritiva para uma melhor 
compreensão das análises que serão discutidas, indicando a hipótese representada 
por cada curva. Observa-se também que os valores do parâmetro simplificado  𝛾𝑧, 
presente na norma brasileira ABNT NBR 6118:2014, são também apresentados para 
efeito de comparação e validação dos resultados obtidos neste trabalho.  
 
Tabela 11 – Legenda informativa para os gráficos dos resultados 
Legenda Nome Descrição 
 𝜒𝑇(𝐼− 1º 𝑀𝑜𝑑𝑜 𝐹𝑙𝑒𝑥𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (𝑅𝐸𝐼𝑆 𝑒𝑡 𝑎𝑙.,2017)) Hipótese I 
 𝜒𝑇(𝐼𝐼− 1º 𝑀𝑜𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑉𝑖𝑏𝑟𝑎çã𝑜) Hipótese II 
 𝜒𝑇(𝐼𝐼𝐼− 1º 𝑀𝑜𝑑𝑜 𝐹𝑙𝑒𝑥𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙) Hipótese III 
 𝜒𝑇(𝐼𝑉− 𝑀é𝑑𝑖𝑎 𝐺𝑒𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 75%) Hipótese IV 
 𝜒𝑇(𝐼𝑉− 𝑀é𝑑𝑖𝑎 𝐺𝑒𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 90%) Hipótese IV 
 𝜒𝑇(𝑉− 𝑀é𝑑𝑖𝑎 𝑃𝑜𝑛𝑑𝑒𝑟𝑎𝑑𝑎) Hipótese V 
 Pilares 
Amplificação M2/M1 de todos os  
pilares da estrutura 
 𝛾𝑧 Valores do Coeficiente 𝛾𝑧 
 Pilares Críticos 
Amplificação 𝑀2/𝑀1 dos Pilares 
Críticos 
 
4.1 – ANÁLISE MODAL 
 
A análise modal permite a determinação das características dinâmicas das 
estruturas avaliadas. Nessa análise, foi possível a identificação dos principais modos 
de vibração e os seus respectivos períodos naturais de vibração. As porcentagens de 
participação modal do modo fundamental de vibração das estruturas, em função da 
quantidade de pavimentos, são apresentadas nas Figura 22 e 23. Nessas figuras é 
possível verificar a porcentagem de participação modal do modo fundamental de 
vibração nas direções x e y, e para a rotação em torno do eixo z (vertical). Esses 
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gráficos facilitam a identificação do tipo do modo fundamental de vibração em função 
do número de pavimentos da estrutura (flexional, torcional ou flexo-torcional). 
 
Modelo 1 Modelo 2 
 
Modelo 3 Modelo 4 
 
Modelo 5 Modelo 6 
 
 
 Direção x  Direção y  Rotação em z 
   
Figura 22. Participação de massa modal do primeiro modo de vibração das estruturas dos modelos 1, 
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 Direção x  Direção y  Rotação em z 
   
Figura 23. Participação de massa modal do primeiro modo de vibração das estruturas dos modelos 7, 
8 e 9 
 
Pode-se observar que no caso do Modelo 1, para estruturas acima de 
quatorze pavimentos, a curva de participação da massa modal na direção y é 
significativamente superior às demais curvas. Esse comportamento indica um modo 
fundamental de vibração com predominância flexional nessa direção. Abaixo de 
quatorze pavimentos, existe uma predominância da curva relativa à participação de 
massa modal para uma rotação em torno do eixo z. Nessas estruturas, o primeiro 
modo de vibração possui caráter predominantemente torcional.  
Nas estruturas do Modelo 2 e do Modelo 5, esse mesmo comportamento é 
observado. No caso do Modelo 2, para estruturas com doze ou mais pavimentos, o 
primeiro modo de vibração é do tipo flexional na direção y e, para um número inferior 
de pavimentos, o primeiro modo de vibração é do tipo torcional.  
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Para exemplificar o comportamento desses tipos de modos de vibração são 
apresentadas na Figura 24 duas estruturas elaboradas a partir do Modelo 2. A Figura 
24a apresenta uma estrutura com 10 pavimentos onde o primeiro modo de vibração 
desse modelo é do tipo torcional. Na Figura 24b é apresentado uma estrutura com 21 
pavimentos elaboradas com a mesma geometria, onde o primeiro modo de vibração 
do modelo é do tipo flexional para direção y. 
 
Figura 24. Direção do primeiro modo de vibração de estruturas elaboradas com a 
geometria do Modelo 2. (a) Estrutura com 10 pavimentos indicando um modo de vibração torcional) e 
(b) Estrutura com 21 pavimentos apresentando um modo de vibração flexional para direção y. 
 
No caso do Modelo 5, para as estruturas inferiores a 23 pavimentos, o 
primeiro modo de vibração é do tipo torcional. As estruturas com 23 ou mais 
pavimentos deste modelo apresentam um modo fundamental de vibração do tipo 
flexional na direção y. 
Para o caso do Modelo 3, nas estruturas com até quatorze pavimentos, o 
modo fundamental de vibração é do tipo flexional na direção x. Nas estruturas com 
quinze ou mais pavimentos elaboradas com essa geometria, apresentam uma 
participação de massa modal elevada para direção y. Entretanto, observa-se também 
que a participação de massa modal para rotação em torno do eixo z é bastante 
significativa, sendo este modo de vibração classificado como um modo flexo-torcional, 
com predominância flexional na direção y. As estruturas do Modelo 4 apresentam uma 
elevada participação de massa modal na direção x, indicando um primeiro modo de 
vibração do tipo flexional nessa direção.  
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O Modelo 6 apresenta estruturas com elevada participação de massa 
modal na direção y e rotação em torno do eixo z. As estruturas com 18 ou mais 
pavimentos elaboradas com esse modelo de geometria apresentam um modo 
fundamental de vibração do tipo misto, com um modo fundamental de vibração flexo-
torcional. Entretanto, para as estruturas com menos de 18 pavimentos, o modo 
fundamental de vibração é do tipo torcional.  
Nas estruturas acima de nove pavimentos geradas a partir do Modelo 7, o 
primeiro modo de vibração possui um comportamento flexional na direção y. Para 
estruturas com três a oito pavimentos, a predominância é de rotação no eixo z, 
indicando um modo do tipo torcional. No caso do Modelo 8, percebe-se que para 
estruturas acima de oito pavimentos, o primeiro modo de vibração é flexional em x. 
Enquanto para estruturas inferiores a oito pavimentos, o primeiro modo é 
predominantemente torcional. Finalmente, as análises do Modelo 9 demonstram que 
para estruturas com catorze ou mais pavimentos, o primeiro modo de vibração é do 
tipo flexional na direção y e, para um número inferior de pavimentos, o primeiro modo 
é do tipo torcional. 
Observa-se a partir dos resultados da análise modal apresentada que, uma 
grande parte das geometrias analisadas neste trabalho, representam estruturas que 
podem apresentar modo fundamental de vibração do tipo torcional, ou seja, possível 
sensibilidade aos efeitos de torção dependendo da quantidade de pavimentos. Vale 
ressaltar que estruturas com esse tipo de comportamento são normalmente evitadas 
para o dimensionamento estrutural devido aos danos que podem ocorrer, necessidade 
de detalhamento especial de armaduras relativas à torção, e ao aumento dos 
deslocamentos laterais que a atuação conjunta da torção com a flexão podem 
ocasionar.  
No entanto, essas estruturas serão analisadas para verificar a capacidade 
do parâmetro simplificado 𝜒𝑇 em descrever a susceptibilidade aos efeitos globais de 
segunda ordem em estruturas com excentricidade significativa do seu centro de 
rigidez, ocasionando uma possível sensibilidade a torção. Essa verificação faz parte 
dos objetivos específicos deste trabalho de avaliação das restrições de aplicabilidade 
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4.2 – ANÁLISE DOS EFEITOS GLOBAIS DE SEGUNDA ORDEM ATRAVÉS DO 
PARÂMETRO 𝝌𝑻 
 
Nesta fase do estudo, são comparados os valores de amplificação de 
momentos para todos os pilares da estrutura e os valores da amplificação de 
momentos obtidos utilizando o parâmetro simplificado 𝜒𝑇. Para tanto, foram realizadas 
análises de primeira e de segunda ordem nas diferentes geometrias estudadas. A 
avaliação dos efeitos globais de segunda ordem nestas geometrias foi elaborada a 
partir do processo P-Δ, onde os resultados das amplificações dos momentos de cada 
pilar das estruturas analisadas estão plotados nos gráficos através de uma nuvem de 
pontos. A finalidade dessa análise é fazer uma comparação das amplificações dos 
momentos obtidos a partir de uma análise refinada, utilizando o processo P-Δ, com os 
resultados obtidos através do parâmetro simplificado 𝜒𝑇 . Através da comparação 
desses resultados é verificada a eficiência do parâmetro 𝜒𝑇  em avaliar os efeitos 
globais de segunda ordem.  
Os valores do parâmetro 𝜒𝑇  apresentados foram obtidos através da 
hipótese original (hipótese I), em que o período natural de vibração utilizado é o 
relacionado ao primeiro modo de vibração flexional da estrutura na direção 
considerada, seguindo os critérios de Reis et al. (2017). Os resultados dessa avaliação 
global de segunda ordem, para as direções x e y das estruturas analisadas, estão 
apresentados nas Figuras 25, 26 e 27. Nestas figuras são apresentados também os 
valores de amplificação de momentos para os pilares considerados críticos para o 
dimensionamento dessas estruturas. 
Percebe-se que a variação do fator de amplificação para o parâmetro 𝜒𝑇 e  
para os pilares críticos aumenta à medida em que ocorre o aumento no período natural 
de vibração da estrutura, resultado este observado nas análises de Reis et al. (2017). 
Esse aumento sistemático comprova a relação existente entre o período natural de 
vibração e a amplificação dos momentos fletores devido aos efeitos globais de 
segunda ordem. 
Como era esperado, todos os modelos apresentaram na direção mais 
flexível os maiores valores de amplificações dos momentos. Entretanto, percebe-se 
que, quando existe alteração do tipo do primeiro modo de vibração, as diferenças entre 
os resultados do parâmetro 𝜒𝑇  e dos pilares críticos aumentam significativamente. 
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Essa situação é claramente perceptível quando são observados os resultados para a 
direção y do Modelo 5, em que exatamente onde ocorre a alteração do tipo do primeiro 
modo de vibração, de torcional para flexional nessa direção, a curva do parâmetro 
apresenta uma variação acentuada. Nas estruturas analisadas para esse modelo com 
até 23 pavimentos, o primeiro modo de vibração do tipo flexional na direção y 
corresponde ao segundo modo de vibração global da estrutura e, portanto, o valor do 
período de vibração utilizado na curva da hipótese I é exatamente aquele relacionado 
ao segundo modo de vibração da estrutura (Figura 26). Para essa geometria, acima 
de 23 pavimentos, o modo fundamental (primeiro modo de vibração) passa a ser do 
tipo flexional em y. 
No caso específico da estrutura com 24 pavimentos, embora o tipo do 
primeiro modo de vibração tenha se alterado, a participação de massa modal para 
direção y é de apenas 33%, inferior ao valor mínimo da hipótese I (35%) e portanto, 
não atende os critérios de utilização dessa hipótese. Neste caso, o segundo modo de 
vibração da estrutura é do tipo flexional e apresenta uma participação de massa modal 
igual a 36%, atendendo os critérios da hipótese I. Sendo assim, o período natural de 
vibração selecionado para o parâmetro 𝜒𝑇 na estrutura com 24 pavimentos foi aquele 
relacionado ao segundo modo de vibração global da estrutura. Dessa forma, o salto 
na curva relacionado a essa alteração do tipo do primeiro modo de vibração ocorre 
para a estrutura com 25 pavimentos. Nesse caso, o modo fundamental de vibração 
atende aos critérios da hipótese I e, portanto, o valor do período de vibração utilizado 
no cálculo é o relacionado ao primeiro modo de vibração, aumentando 
significativamente o valor do coeficiente 𝜒𝑇. 
Para todas as análises, pode-se observar que o parâmetro 𝜒𝑇 apresenta 
valores conservadores para o fator de amplificação de momentos quando comparados 
somente aos valores de amplificação dos pilares críticos, representando uma 
envoltória superior para as amplificações dos demais pilares da estrutura (REIS et al., 
2017). Na comparação do parâmetro 𝜒𝑇 com o parâmetro 𝛾𝑧, o Modelo 1 apresentou 
valores próximos, com uma diferença máxima de 0,71% entre os dois parâmetros. 
Esse comportamento também foi observado para o Modelo 6 na direção x, onde a 
diferença máxima foi de 2,60% na estrutura com 30 pavimentos. No entanto, quando 
efetuada essa mesma comparação para os outros modelos, os parâmetros 
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apresentaram diferenças expressivas, indicando resultados mais conservadores para 
o parâmetro 𝜒𝑇 em relação ao parâmetro 𝛾𝑧. 
 
Modelo 1 - x Modelo 1 - y 
 
 
Modelo 2 - x Modelo 2 - y 
 
 
Modelo 3 - x Modelo 3 - y 
 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017))  Pilares 
 Pilares Críticos  Parâmetro 𝛾𝑧 
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Modelo 4 - x Modelo 4 - y 
 
 
Modelo 5 - x Modelo 5 - y 
 
 
Modelo 6 - x Modelo 6 - y 
 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017))  Pilares 
 Pilares Críticos  Parâmetro 𝛾𝑧 
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Modelo 7 - x Modelo 7 - y 
 
 
Modelo 8 - x Modelo 8 - y 
 
 
Modelo 9 - x Modelo 9 - y 
 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017))  Pilares 
 Pilares Críticos  Parâmetro 𝛾𝑧 
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4.3 – ANÁLISE COMPARATIVA DAS HIPÓTESES DO PARÂMETRO 𝝌𝑻 
 
As hipóteses desenvolvidas neste estudo visam verificar, em primeiro lugar, 
a aplicabilidade do parâmetro simplificado para a análise global de segunda ordem 
em pórticos tridimensionais regulares e irregulares. Em segundo lugar, visam avaliar 
a utilização e os limites de aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇, como por exemplo, para o 
cálculo do parâmetro com a utilização do período fundamental de vibração 
independentemente da direção considerada na análise, avaliar sua aplicabilidade e 
capacidade de representação da amplificação de momentos para estruturas com 
modos de vibração torcionais ou flexo-torcionais. Por fim, visam avaliar a influência da 
consideração dos modos superiores de vibração no comportamento do parâmetro 𝜒𝑇. 
Os resultados comparativos das diferentes hipóteses analisadas no cálculo 
do parâmetro 𝜒𝑇 estão apresentados nas Figuras 28 a 36, para as direções x e y das 
geometrias estudadas. Essas curvas estão em função do número de pavimentos das 
estruturas, juntamente com as amplificações dos momentos de todos os pilares 
obtidas através da análise considerando o efeito P-Δ.  
A análise modal elaborada nos modelos em estudo mostra que essas 
estruturas podem possuir um modo fundamental de vibração do tipo torcional. Essa 
situação ocorre em pórticos com até quatorze pavimentos no caso do Modelo 1, 
pórticos com até dez pavimentos no caso do Modelo 2, e pórticos com até 23 
pavimentos no caso do Modelo 5.  
Observa-se que para essas estruturas, na direção de menor rigidez, a curva 
do parâmetro 𝜒𝑇  utilizando o primeiro período de vibração (período fundamental – 
hipótese II) se aproxima bastante da curva que representa o parâmetro 𝜒𝑇 calculado 
utilizando-se a hipótese original proposta por Reis et al. (2017) (hipótese I). Apesar do 
modo fundamental de vibração dessas estruturas ser do tipo torcional, essa 
semelhança ocorre devido ao fato que o segundo modo de vibração é um modo 
flexional para a direção de menor rigidez da estrutura, e apresenta um valor de período 
de vibração muito próximo ao valor do período fundamental, com diferenças máximas 
de valores da ordem de 8%.  
A Tabela 12 apresenta as características dos três primeiros modos de 
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Tipo do Modo de Vibração 
Modelo 1  
(14 Pavimentos) 
1º 3,39 Torcional (rotação em torno do eixo z) 
2º 3,38 Flexional direção y 
3º 2,64 Flexional direção x 
Modelo 2  
(10 Pavimentos) 
1º 2,95 Torcional (rotação em torno do eixo z) 
2º 2,84 Flexional direção y 
3º 2,50 Flexional direção x 
Modelo 5  
(23 Pavimentos) 
1º 7,47 Torcional (rotação em torno do eixo z) 
2º 7,04 Flexional direção y 
3º 5,73 Flexional direção x 
Modelo 9  
(10 Pavimentos) 
1º 3,71 Torcional (rotação em torno do eixo z) 
2º 3,44 Flexional direção x 
3º 3,34 Flexional direção y 
 
A diferença máxima entre as curvas das hipóteses I e II para o Modelo 1 foi 
de 0,66% e ocorreu em uma estrutura com quatorze pavimentos. Pode ser observada 
na Tabela 12, que o primeiro modo de vibração dessa estrutura é torcional e que o 
segundo modo de vibração é flexional para direção y. Dessa forma, o parâmetro 𝜒𝑇 
calculado com a hipótese II (1º modo) está utilizando o período do 1º modo de vibração 
(3,39 s), quando o parâmetro 𝜒𝑇 calculado com a hipótese I (1º Flexional na direção 
considerada) está utilizando o período do segundo modo de vibração (3,38 s) dessa 
estrutura. Como pode ser observado, os valores dos períodos de vibração desses 
modos são praticamente idênticos, e por isso, a diferença entre essas curvas é 
mínima.  
Essa mesma situação é observada nas estruturas do Modelo 2 para direção 
y, em que a diferença máxima entre a curva representada pela hipótese II (1º Modo) 
e a curva que representa a hipótese I (1º Modo Flexional - Reis et al., 2017) foi de 
1,29% e ocorreu para uma estrutura com dez pavimentos. Percebe-se novamente na 
Tabela 12, que os períodos do primeiro modo de vibração (2,95 s) e do primeiro modo 
flexional para direção y (2,84 s) possuem valores próximos, com diferença de 3,87%, 
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Modelo 1 – Direção x 
 
 
Modelo 1 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 































1º Modo (Torcional) 1º Modo (Flexional y) 
1º Modo (Torcional) 1º Modo (Flexional y) 
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Modelo 2 – Direção x 
 
 
Modelo 2 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 







































1º Modo (Torcional) 1º Modo (Flexional y) 
1º Modo (Torcional) 1º Modo (Flexional y) 
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Modelo 3 – Direção x 
 
 
Modelo 3 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 



































1º Modo (Flexional x) 
1º Modo (Misto 
Flexional y/Torcional) 
1º Modo (Flexional x) 
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Modelo 4 – Direção x 
 
 
Modelo 4 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 







































1º Modo (Flexional x) 
1º Modo (Flexional x) 
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Modelo 5 – Direção x 
 
 
Modelo 5 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 
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Modelo 6 – Direção x 
 
 
Modelo 6 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 



































1º Modo (Misto 
Flexional y/Torcional) 
1º Modo (Torcional) 
1º Modo (Misto 
Flexional y/Torcional) 
1º Modo (Torcional) 
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Modelo 7 – Direção x 
 
 
Modelo 7 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 








































1º Modo (Flexional y) 
1º Modo 
(Torcional) 
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Modelo 8 – Direção x 
 
 
Modelo 8 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 
































1º Modo (Flexional x) 1º Modo 
(Torcional) 
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Modelo 9 – Direção x 
 
 
Modelo 9 – Direção y 
 
 χT (I – 1º Modo Flexional - Reis et al. (2017)) 
 χT (II – 1º Modo)  χT (V – Média Ponderada) 
 χT (III – 1º Modo Flexional)  Pilares 
 χT (IV – Média Geométrica 75%)  Pilares Críticos 
 χT (IV – Média Geométrica 90%)  Parâmetro 𝛾𝑧 







































1º Modo (Flexional y) 1º Modo (Torcional) 
1º Modo (Flexional y) 1º Modo (Torcional) 
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Analisando-se a direção x para essas estruturas, cujo valor do seu 
respectivo período natural de vibração também é apresentado na Tabela 12, fica 
latente o distanciamento da curva referente ao modo fundamental de vibração 
(hipótese II) das demais hipóteses analisadas. Nesses casos, se for utilizado somente 
o valor do período fundamental de vibração para a consideração dos efeitos globais 
de segunda ordem em pórticos tridimensionais, independentemente da direção 
analisada, a amplificação dos efeitos de segunda ordem utilizando o método 
simplificado estará sendo demasiadamente conservadora para a direção com maior 
inércia da estrutura. 
Além disso, a utilização do método simplificado com a verificação do tipo 
de modo de vibração a ser considerado na análise, pode levar o engenheiro projetista 
a verificar uma possível sensibilidade à torção em seus modelos, caso este 
evidenciado quando o modo fundamental de vibração da estrutura é do tipo torcional. 
Desse modo, faz-se necessário a utilização do método simplificado considerando 
cada direção em análise separadamente, e com a adoção do devido modo de vibração 
flexional em cada uma dessas direções. 
Como pode ser observado pelos fatores de participação modal 
apresentados anteriormente, o método simplificado aqui proposto é capaz de 
descrever a tendência do comportamento da amplificação de momentos para modos 
de vibração com componente torcional (flexo-torcionais). Todavia, sendo 
considerados os modos de vibração com predominância da componente flexional, o 
método simplificado se aproxima dos valores de amplificação dos pilares críticos, 
sempre com uma envoltória superior de valores, principalmente para a direção com a 
menor inércia da estrutura.  
Uma vantagem na utilização do método simplificado baseado no período 
natural de vibração da estrutura é a obrigatoriedade da realização de uma análise 
modal prévia por parte do engenheiro projetista. Usualmente, estruturas com 
sensibilidade a torção devem ser evitadas no processo de concepção estrutural e, 
sendo assim, os modos de vibração do tipo flexional e torcional não devem apresentar 
períodos de vibração tão próximos, evitando assim, que ocorra uma iteração entre 
eles. A análise modal fornecerá ao engenheiro, principalmente na fase de pré-
dimensionamento, fundamentos para auxiliar nas possíveis previdências a serem 
realizadas nas estruturas que apresentem sensibilidade aos efeitos de torção. 
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A hipótese III, assim como a hipótese I, também é referente a utilização do 
período natural de vibração relacionado ao primeiro modo de vibração do tipo flexional 
na direção considerada da análise. Entretanto, conforme comentado no capítulo 3.3, 
os critérios utilizados pela hipótese I para a escolha do modo flexional podem induzir 
a seleção de modos com caráter misto, em que existe tanto uma alta participação de 
massa modal flexional para uma das direções no plano, como também existe uma alta 
participação de massa modal para a rotação em torno do eixo z; sendo que a parcela 
de participação modal torcional pode ser maior que a flexional. Dessa forma, a 
hipótese III objetiva evitar que sejam selecionados modos mistos com predominância 
torcional, ao invés da seleção de um modo de vibração realmente flexional para a 
direção em análise.  
Na grande maioria das análises, os resultados da hipótese III serão iguais 
aos resultados obtidos pela hipótese I e por isso, as curvas que representam essas 
hipóteses estão sobrepostas. Essa igualdade entre os valores das hipóteses indica 
que o modo de vibração escolhido foi o mesmo, e este é realmente o primeiro modo 
de vibração flexional na direção analisada.  
Entretanto, pode ser observado situações em que a hipótese III consegue 
corrigir a curva da hipótese I. Essas situações podem ser observadas na direção y do 
Modelo 6. Observa-se que em estruturas até 18 pavimentos, o primeiro modo de 
vibração é torcional, e mesmo assim a hipótese I seleciona equivocadamente este 
modo como sendo o “primeiro modo flexional” para a direção y.  
Nessas estruturas, a hipótese III seleciona o segundo modo de vibração 
como sendo o primeiro modo do tipo flexional, reduzindo o valor do parâmetro 𝜒𝑇, 
mantendo-o mais próximo dos valores das amplificações de momentos dos pilares 
críticos. Para as estruturas acima de 18 pavimentos deste modelo, o primeiro modo 
de vibração é flexional para a direção y e, sendo assim, os valores das curvas das 
hipóteses I e III mantém-se os mesmos. 
Também podem ser observadas diferenças entre essas duas hipóteses (I 
e III) analisando-se a direção y dos Modelo 5 e 9. Nota-se que essas diferenças 
ocorrem exatamente onde existe a alteração do tipo do primeiro modo de vibração da 
estrutura. Na estrutura com 23 pavimentos do Modelo 5, pode-se verificar uma 
acentuada redução no valor do parâmetro 𝜒𝑇 para a hipótese III. Essa redução ocorre 
pois não havia um modo predominantemente flexional em y dentre os primeiros modos 
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de vibração, e assim o modo selecionado possuía um baixo valor para o período 
natural de vibração, sendo este referente ao 5º modo de vibração. O modo 
selecionado pela curva da hipótese I, embora apresente uma participação de massa 
modal para direção y superior a 35%, apresenta também uma participação ainda maior 
para torção. Essa mesma situação ocorre para a estrutura com exatamente 13 
pavimentos do Modelo 9. 
Dessa forma, os resultados apresentados pela hipótese III mostram que, 
em alguns casos, os períodos de vibração utilizados na hipótese I (originalmente do 
trabalho de Reis et al. (2017)) são selecionados de forma equivocada como sendo 
relacionados ao primeiro modo do tipo flexional. Por outro lado, nas estruturas em que 
os primeiros modos de vibração possuem uma elevada predominância torcional, os 
critérios da hipótese III poderão selecionar um modo de vibração que apresente um 
baixo valor para o período natural de vibração e, consequentemente, um valor de 𝜒𝑇 
que não represente a realidade do comportamento da estrutura. Essas situações 
devem ser cuidadosamente evitadas com risco de uma análise subestimada para os 
valores da amplificação dos momentos e, sendo assim, a hipótese III deve ser 
abandonada.  
Dessa forma, existe a necessidade de um cuidado especial para a escolha 
do primeiro modo predominantemente flexional na análise com a utilização do 
parâmetro simplificado 𝜒𝑇.  
O objetivo da elaboração das hipóteses IV e V é a verificação da influência 
dos modos secundários de vibração das estruturas no comportamento do parâmetro 
𝜒𝑇. Assim sendo, o período natural de vibração dessas hipóteses se baseia no fator 
de participação de massa modal dos modos de vibração da estrutura. 
Na hipótese IV, o período natural de vibração é selecionado através de uma 
média geométrica dos períodos naturais de vibração relacionados aos primeiros 
modos de vibração. O número de modos de vibração considerados no cálculo dessa 
média deve ser suficiente para mobilizar uma determinada porcentagem da massa 
total da estrutura na direção considerada. No presente trabalho, as análises foram 
desenvolvidas considerando um número de modos de vibração que mobilizem uma 
participação de massa modal acumulada de no mínimo 75% para a direção 
considerada na análise.  
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Nessas hipóteses, que verificam a influência dos modos secundários de 
vibração, pressupõe-se que ocorre uma melhoria na resposta à medida em que se 
aumenta o número de modos considerados. Desta forma, para a hipótese IV foram 
realizadas análises considerando também um número de modos de vibração que 
mobilizem uma participação de massa modal acumulada de 90% para a direção 
considerada na análise. Assim, será possível analisar as diferenças obtidas entre os 
resultados quando mais modos são considerados. 
Os resultados obtidos pela hipótese IV, considerando um mínimo de 75% 
de massa acumulada, apresentam um comportamento não condizente com o 
esperado, e por vezes aleatório para cada modelo. Na grande parte dos modelos 
analisados a curva que representa essa hipótese apresentou valores inferiores aos 
pilares considerados críticos, o que configura uma situação contrária à segurança para 
o dimensionamento estrutural.  
Além disso, observa-se que em determinadas estruturas, ocorrem saltos 
pontuais na curva desta hipótese, conforme pode ser observado de uma forma mais 
acentuada analisando-se a direção x de uma estrutura com 19 pavimentos do Modelo 
1. Dessa forma, a utilização da hipótese IV através da consideração de uma média 
geométrica entre os períodos naturais de vibração não apresentaram valores concisos 
e também não apresentaram similaridades em relação ao comportamento dos 
resultados entre os modelos analisados. Além disso, as diversas alterações 
acentuadas nas curvas que representam essa hipótese ocorreram de forma aleatória, 
ao contrário dos comportamentos apresentados pelos pilares críticos.  
A consideração de 90% de participação de massa modal e 
consequentemente o aumento do número de modos de vibração considerados na 
análise da hipótese IV, apenas elevou as diferenças em relação aos pilares críticos. 
Dessa forma, a consideração de uma quantidade maior de modos de vibração para 
os critérios da hipótese IV não indicaram benefícios nos resultados. Deste modo, a 
hipótese IV não representa uma maneira adequada de representar a amplificação de 
momentos devido aos efeitos globais de segunda ordem e, portanto, deve ser 
abandonada. 
Conforme comentado anteriormente, o objetivo da elaboração da hipótese 
V também tem relação com a verificação da influência dos modos secundários de 
vibração das estruturas no comportamento do parâmetro 𝜒𝑇 . Para análise dos 
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resultados da hipótese V, o valor do período de vibração a ser utilizado no parâmetro 
é selecionado através de uma média ponderada dos períodos naturais de vibração 
pelos seus respectivos fatores de participação de massa modal na direção analisada.  
Os resultados obtidos pela hipótese V apresentam um comportamento que 
se aproxima dos valores apresentados pelas amplificações dos pilares considerados 
críticos para o dimensionamento. A Figura 37 apresenta um gráfico comparativo para 
as diferenças máximas obtidas entre os valores do parâmetro 𝜒𝑇  calculados pela 
hipótese V, e os valores das amplificações de momentos dos pilares críticos para cada 
Modelo. Observa-se que as diferenças entre esses valores são pequenas. 
Considerando todas as geometrias dos 9 modelos analisados, com a variação do 
número de pavimentos em cada uma de suas direções (x e y), a diferença máxima 
apresentada pela curva da hipótese V em relação aos resultados de amplificações 
dos pilares críticos foi de 4,65%. Quando se trata de uma análise simplificada como é 
o caso da avaliação global dos efeitos de segunda ordem utilizando o parâmetro 𝜒𝑇, 
essas diferenças podem ser consideradas perfeitamente aceitáveis do ponto de vista 
de projeto.  
 
 
Figura 37. Diferenças máximas entre os valores da hipótese V e as amplificações de momentos dos 
pilares críticos para cada direção dos modelos analisados 
 
Esse fato evidencia a importância da consideração da influência dos modos 
superiores nas análises simplificadas utilizando-se o parâmetro 𝜒𝑇. Para as estruturas 
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do Modelo 9, obtidas através do redimensionamento dos elementos da geometria do 
Modelo 2 à medida em que retirava-se um pavimento, os resultados da hipótese V 
mantiveram-se próximos aos resultados obtidos da amplificação dos pilares críticos. 
Ressalta-se que esta estrutura possui alteração de rigidez ao longo de sua altura e 
ainda sim, os resultados da hipótese V conseguem representar os valores da 
amplificação dos pilares críticos, nessa situação que é a mais representativa das 
situações reais de dimensionamento estrutural.  
Percebe-se também nos resultados deste modelo que existem situações 
em que o valor de amplificação de momentos para os pilares críticos diminui mesmo 
quando se aumenta o número de pavimentos. A redução nesses valores de 
amplificação pode indicar uma situação em que o pilar considerado crítico teve uma 
diminuição em sua participação na rigidez global da estrutura devido ao novo 
redimensionamento dos elementos, ou uma situação em que após o 
redimensionamento estrutural, um outro pilar foi considerado crítico, ou seja, 
apresentou os maiores valores de esforços solicitantes. Entretanto, a curva de 
resultados da hipótese V também apresentou variações nos mesmos pontos em que 
foram observadas essas variações dos resultados dos pilares críticos, demonstrando 
que o método simplificado foi sensível a estas alterações de comportamento 
estrutural. 
No caso do Modelo 9, essa redução da amplificação dos momentos do pilar 
crítico ocorre em uma estrutura com 13 pavimentos em relação ao pilar crítico da 
estrutura com 12 pavimentos, quando se analisa a direção x. Nas estruturas do 
Modelo 9 ocorre um redimensionamento dos elementos estruturais a cada nova 
configuração estudada, modificando a distribuição dos esforços solicitantes nos 
elementos.   
A Figura 38 apresenta as alterações nas dimensões dos elementos do 
pavimento térreo para uma estrutura de 13 pavimentos quando comparada a uma 
estrutura com 12 pavimentos, elaboradas a partir da geometria do Modelo 9. Nessa 
figura é possível observar em destaque o aumento das seções dos pilares P9 e P17. 
Esses pilares foram destacados pois são aqueles que apresentam os maiores valores 
de momentos solicitantes, considerando os efeitos de segunda ordem, nas estruturas 
com 12 e 13 pavimentos.  
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Também pode ser observado na Figura 38 que o pilar P17 para uma 
estrutura com 12 pavimentos apresenta dimensões iguais a 50 cm x 50 cm. Entretanto, 
para uma estrutura com 13 pavimentos, após o redimensionamento dos elementos 
estruturais, a nova seção para o pilar P17 altera-se para 65 cm x 45 cm. Esse 
redimensionamento apresenta um aumento considerável de 98% no momento de 
inércia para a direção x desse pilar. O pilar P9, por sua vez, apresenta apenas um 
pequeno aumento na sua dimensão de base, de 20 cm para 25 cm.  
Dessa forma, o pilar P17 na estrutura com 13 pavimentos apresenta uma 
maior contribuição de rigidez em relação a rigidez global da estrutura quando 
comparado ao pilar P9. Portanto, na redistribuição dos esforços solicitantes devidos 
aos efeitos do carregamento lateral, o pilar P17 apresenta um valor de momento fletor 
final superior ao valor do P9, considerado como o elemento crítico original. 
Os valores dos momentos na base dos pilares P9 e P17 para estruturas 
com 12 e 13 pavimentos do Modelo 9 podem ser observados na Tabela 13, que 
apresenta também um comparativo para a seção e a inércia desses pilares. Nessa 
tabela, percebe-se que para a estrutura com 12 pavimentos, o pilar considerado crítico 
é o pilar P9. O valor de momento final desse pilar é igual a 144,9 kN.m, superior ao 
momento apresentado pelo pilar P17, e a amplificação do momento final em relação 
ao momento de primeira ordem (M2/M1) é igual a 1,16. Entretanto, no caso da estrutura 
com 13 pavimentos, o pilar P17 apresenta um valor de momento final igual a 205,5 
kN.m, superior ao valor de momento apresentado pelo pilar P9 (156,5 kN.m).  
Nessa estrutura, o pilar considerado crítico é o pilar P17 e o valor da sua 
amplificação de momento final em relação ao momento de primeira ordem é igual a 
1,14. É perceptível que houve uma redução do valor de amplificação dos momentos 
mesmo quando ocorreu o aumento do número de pavimentos, de 12 para 13, e o 
motivo dessa redução é a alteração do pilar considerado crítico para o 
dimensionamento.  
Além disso, também é possível observar nesse modelo que a alteração do 
pilar crítico ocorreu exatamente no ponto em que ocorre também a alteração do modo 
fundamental de vibração da estrutura, de torcional para flexional em y. Essa relação 
não foi observada para todos os modelos, entretanto, a alteração do tipo do primeiro 
modo de vibração influencia no comportamento dos elementos da estrutura, 
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P9 20 x 88 597226,68 124,6 144,9 1,16 X 
P17 50 x 50 520833,33 108 123,5 1,14  
13 Pav. 
P9 25 x 88 767158,33 136,3 156,5 1,15  
P17 45 x 65 1029843,75 180,8 205,5 1,14 X 
 
De modo geral, a utilização da equação original (hipótese I) resultou em 
valores de amplificação de momentos sempre conservadores em relação aos pilares 
mais solicitados da estrutura. Isso se deve ao fato da adoção de uma função de forma, 
para representação da deformada da estrutura ao longo de sua altura durante a 
derivação do equacionamento original, respeitar somente as condições de contorno 
essenciais do problema. A ponderação de cada valor de período de vibração por seu 
respectivo fator de participação modal melhorou significativamente a 
representatividade da amplificação dos momentos para cada direção considerada nas 
análises, resultando em valores mais próximos de amplificação de momentos quando 
observados os pilares considerados críticos para o dimensionamento da estrutura. 
Essa ponderação atua como correção do enrijecimento estrutural decorrente da 
formulação originalmente proposta, flexibilizando o sistema e melhorando a 
representatividade da análise simplificada face à resposta estrutural dos elementos 
mais solicitados da estrutura. 
Com o intuito constatar se os resultados dessas hipóteses podem ser 
considerados semelhantes aos pilares críticos, foi realizada uma análise estatística 
utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação de dois grupos. O teste 
de Kolmogorov-Smirnov é um teste não paramétrico e pode ser utilizado para testar 
se duas distribuições de probabilidade unidimensionais subjacentes diferem entre si.  
O teste inicia com a definição de duas hipóteses, denominadas nula e 
alternativa. A hipótese nula (H0) estabelece que não há diferença significativas entre 
os valores dos dois grupos, e a hipótese alternativa (H1) estabelece o contrário. Os 
resultados dos testes de hipóteses são apresentados em termos de um valor p, que 
indica a evidência de que a hipótese nula deve ser rejeitada. O valor p varia entre 0 e 
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1 e quanto maior é esse valor, maior é a evidência de que a hipótese nula (H0) não 
deve ser rejeitada e, portanto, os valores dos dois grupos não diferem 
significativamente. 
Neste trabalho, foi considerado um nível de significância 𝛼 igual a 5%. Esse 
valor representa a probabilidade de rejeitar a hipótese nula (H0) quando ela for 
verdadeira (MONTGOMERY, 2005). Sendo assim, quanto menor for o valor de 𝛼 
maior será a confiança na decisão de rejeitar (H0). Desta forma fica estabelecido que 
se o valor p for menor que 𝛼 a hipótese nula (H0) deve ser rejeitada e caso contrário, 
a hipótese nula deve ser aceita. 
A Tabela 14 apresenta-se os valores p dos resultados entre a comparação 
de todas as hipóteses com os pilares críticos separados para cada modelo analisado. 
Deste modo, os valores p superiores a 0,05 (em negrito) indicam que a hipótese nula 
(H0) deve ser aceita, ou seja, não há diferenças significativas entre os valores dos 
pilares críticos e a hipótese analisada (I, II, III, IV, V, 𝛾𝑧).   
Observa-se que para a hipótese IV, em apenas alguns modelos os valores 
de p foram superiores a 5%, ou seja, a hipótese nula (H0) foi rejeitada. Conforme 
analisado anteriormente, a curva de resultados dessa hipótese apresentou um 
comportamento aleatório em diversos modelos. Desta forma, a análise estatística 
também apresenta indicativos para rejeição da utilização do parâmetro 𝜒𝑇 a partir de 
uma média geométrica dos períodos naturais de vibração (Hipótese IV). 
Por outro lado, os valores de p relativos a hipótese V, para todos os 
modelos indicam uma expressiva evidência em aceitar a hipótese nula (H0), ou seja, 
os valores da hipótese V não possuem diferenças significativas em relação aos 
valores de amplificação dos pilares críticos. Desta forma, constata-se que a hipótese 
V, relativa a utilização do parâmetro 𝜒𝑇 utilizando uma média dos períodos naturais 
de vibração ponderados pelo seu fator de participação de massa modal pode 
representar os valores das amplificações de momentos dos pilares críticos das 
estruturas. 
O parâmetro 𝛾𝑧, presente na norma brasileira ABNT NBR 6118:2014, em 
alguns modelos apresentou valores de p inferiores a 5%, sendo portanto rejeitada a 
hipótese nula. Percebe-se pela Figura 31 que em determinados modelos, este 
coeficiente apresenta diferenças significativas em relação aos pilares críticos. Para o 
Modelo 4, foram rejeitadas a hipótese nula para as duas direções. Observa-se que 
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neste modelo o modo fundamental de vibração é flexional e ainda sim, os valores do 
parâmetro 𝛾𝑧 apresentaram-se contrários a segurança, e com diferenças expressivas 
em relação às amplificações dos pilares críticos.  
 
Tabela 14 – Valores de p-valor utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação das 

























x 0,02 0,00 0,02 0,19 0,00 1,00 0,02 
y 0,35 0,35 0,35 0,01 0,00 0,91 0,16 
Modelo 
2 
x 0,09 0,00 0,09 0,01 0,00 1,00 1,00 
y 0,39 0,39 0,39 0,08 0,00 1,00 1,00 
Modelo 
3 
x 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 1,00 1,00 
y 0,08 0,08 0,08 0,04 0,00 1,00 1,00 
Modelo 
4 
x 0,00 0,00 0,00 0,11 0,00 1,00 0,00 
y 0,03 0,00 0,03 0,02 0,00 1,00 0,00 
Modelo 
5 
x 0,12 0,00 0,12 0,12 0,00 1,00 0,74 
y 0,22 0,05 0,39 0,11 0,00 1,00 0,62 
Modelo 
6 
x 0,97 0,00 0,97 0,00 0,00 0,50 1,00 
y 0,07 0,07 0,07 0,14 0,00 0,99 1,00 
Modelo 
7 
x 0,22 0,00 0,22 0,00 0,00 0,11 0,11 
y 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,89 0,89 
Modelo 
8 
x 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,26 0,99 
y 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,08 0,56 
Modelo 
9 
x 0,00 0,00 0,00 0,12 0,00 0,96 0,46 
y 0,04 0,04 0,04 0,04 0,00 1,00 0,94 




122 CAPÍTULO 5 - CONCLUSÕES 
CAPÍTULO 5 - CONCLUSÕES 
 
O trabalho apresentado visa analisar os limites de aplicabilidade e 
restrições de um método simplificado, baseado no período natural de vibração, em 
avaliar os efeitos globais de segunda ordem em estruturas irregulares de concreto 
armado. Para tanto, foram realizadas análises numéricas em nove modelos de 
geometrias com diferentes padrões de irregularidade em planta e em termos de 
rigidez, com o objetivo de verificar a aplicabilidade do parâmetro 𝜒𝑇  em estruturas 
irregulares, e que possam apresentar alguma sensibilidade à torção, manifestada pelo 
seu modo fundamental de vibração ser do tipo torcional.  
As análises numéricas foram realizadas utilizando o programa SAP2000 
(Computers and Structures, 2015) para a consideração da não linearidade geométrica 
das estruturas devido ao efeito P-Δ. Essas análises permitiram a obtenção dos valores 
da relação (M2/M1) entre momentos finais, considerando os efeitos globais de segunda 
ordem, e os momentos de primeira ordem atuantes em cada pilar da estrutura. 
Utilizando o mesmo programa, foram obtidos também os modos e os períodos naturais 
de vibração das estruturas a partir de análises modais. Assim, através dos períodos 
naturais de vibração foram obtidos os valores do parâmetro 𝜒𝑇. Deste modo, o estudo 
foi conduzido por meio da comparação entre os resultados da relação de momentos 
(M2/M1) dos pilares das estruturas analisadas e o valor do parâmetro 𝜒𝑇.  
Além disso, foram propostas diferentes hipóteses para utilização desse 
parâmetro, com o intuito de verificar a importância da direção do modo de vibração 
considerado na utilização do parâmetro 𝜒𝑇  e também verificar a contribuição dos 
diferentes modos de vibração das estruturas na sensibilidade aos efeitos globais de 
segunda ordem.  
Os resultados obtidos neste trabalho demonstraram que o parâmetro 𝜒𝑇 
apresenta-se como um promissor indicativo para estimativa dos efeitos globais de 
segunda ordem, mesmo em estruturas irregulares em concreto armado, 
principalmente quando os seus modos de vibração superiores são levados em 
consideração na análise.  
A hipótese I, utilizando o período natural relacionado ao primeiro modo 
flexional de vibração na direção considerada da análise, apresentou resultados 
semelhantes aos obtidos por Reis et al. (2017).  Conforme observado por esses 
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autores, o parâmetro 𝜒𝑇 apresenta valores que representam uma envoltória superior 
em relação à amplificação de momentos dos pilares, e que especialmente quando 
comparados aos pilares críticos, apresentam-se substancialmente conservadores.  
Além disso, observando o modo fundamental de vibração das estruturas 
analisadas foi possível identificar uma aumento na diferença entre a curva do 
parâmetro 𝜒𝑇  (hipótese I) e os valores das amplificações dos pilares críticos 
exatamente quando ocorre uma alteração do tipo desse modo.  
É importante lembrar que segundo os critérios utilizados por Reis et al. 
(2017), o período natural de vibração utilizado na equação do parâmetro 𝜒𝑇 deve ser 
aquele relacionado ao primeiro modo de vibração do tipo flexional para a direção 
considerada na análise dos efeitos globais de segunda ordem. As análises realizadas 
através da hipótese II, em que o período fundamental de vibração é utilizado na 
equação do parâmetro 𝜒𝑇, justifica a importância da consideração da direção do modo 
de vibração.  
Os resultados obtidos utilizando a hipótese II foram semelhantes aos 
resultados obtidos considerando a hipótese I, para os casos em que a análise é 
realizada para a direção mais flexível da estrutura. Entretanto, embora tenha ocorrido 
essa similaridade entre os resultados, a mesma situação não foi observada para os 
casos em que a análise é realizada para a direção mais rígida da estrutura. Nessa 
direção, os resultados apresentados são consideravelmente superiores em relação 
aos obtidos através da hipótese I. 
Portanto, constata-se que a direção do modo de vibração deve ser 
considerada na análise, de forma que o período natural de vibração selecionado para 
utilização do parâmetro 𝜒𝑇  seja relacionado à um modo flexional para a mesma 
direção da análise de segunda ordem. 
A hipótese V, utilizando o parâmetro 𝜒𝑇 a partir de uma média dos períodos 
naturais de vibração ponderados pelo fator de participação de massa modal, 
apresentou valores de amplificação de momentos consideravelmente próximos aos 
valores de amplificação dos pilares considerados críticos para o dimensionamento, 
obtidos com uma análise considerando o processo P-Δ. Nestes casos, a maior 
diferença observada entre as curvas de amplificação desta hipótese foi da ordem de 
4,65% em relação aos valores apresentados pelos pilares críticos.  
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A elaboração de uma análise estatística utilizando o teste de Kolmogorov-
Smirnov para comparação entre duas populações evidencia o grau de paridade entre 
os valores da hipótese V e os pilares críticos. Dessa forma, é possível constatar que 
existe uma influência dos modos de vibração superiores no valor da amplificação de 
momentos devida aos efeitos globais de segunda ordem. A utilização do parâmetro 
𝜒𝑇  considerando esses modos resulta em valores de amplificações 
consideravelmente próximos aos valores das amplificações de momentos 
apresentados pelos pilares considerados críticos para o dimensionamento estrutural.  
Nesse momento, é importante ressaltar que os Modelos 7 e 8 representam 
estruturas reais dimensionadas no Brasil, e as estruturas elaboradas a partir do 
Modelo 9, apresentam um redimensionamento dos seus elementos estruturais para 
cada nova altura, representando também uma situação real de dimensionamento. 
Além disso, as estruturas desses modelos apresentam variações de rigidez ao longo 
de sua altura. Nessas estruturas, os valores obtidos pelo parâmetro 𝜒𝑇 considerando 
a hipótese V também conseguem representar os valores da amplificação dos 
momentos apresentados pelos pilares considerados críticos para o dimensionamento 
da estrutura. 
Ressalta-se ainda que a maioria dos modelos analisados neste trabalho 
apresentam estruturas com sensibilidade à torção, ou seja, possuem como primeiro 
modo de vibração um modo do tipo torcional ou apresentam, elevadas mobilizações 
de massa modal para rotação em torno do eixo vertical (z). Todavia, fica evidenciado 
a partir dos resultados apresentados, que o método simplificado proposto neste 
trabalho possui a capacidade de captar os efeitos de amplificação de momentos para 
modos de vibração mistos (flexo-torcionais) ou com predominância torcional.  
Entretanto, um cuidado especial deve ser considerado em relação ao tipo 
e a direção dos modos de vibração da estrutura. As análises dos efeitos globais de 
segunda ordem utilizando a metodologia do parâmetro 𝜒𝑇 são realizadas para cada 
direção no plano (x e y) da estrutura e portanto, o fator de participação modal 
considerado deve ser aquele que mobilize uma massa modal para a direção 
analisada. 
Por outro lado, em qualquer análise de estabilidade, é necessário que o 
tipo do modo fundamental de vibração da estrutura seja observado. As estruturas que 
possuem o primeiro modo de vibração do tipo torcional possuem indicativo de grandes 
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excentricidades entre o seu centro de massa e o seu centro de rigidez, o que indica 
uma sensibilidade torcional, cujos efeitos não podem ser negligenciados na análise 
estrutural. Nesta situação, devem ser tomadas medidas corretivas de maneira a se 
evitar esse tipo de comportamento para o dimensionamento de pórticos em concreto 
armado.  
Nesse quesito, é importante ressaltar que as metodologias simplificadas 
para avaliação dos efeitos globais de segunda ordem geralmente utilizadas pelos 
projetistas estruturais possuem restrições para estruturas com comportamento 
torcional. Apesar disso, essas metodologias não apresentam nenhuma indicação a 
respeito do tipo do modo fundamental de vibração das estruturas e muito menos em 
relação à direção do modo crítico de instabilidade.  
Consequentemente, a análise simplificada utilizando-se o parâmetro 𝜒𝑇 se 
torna uma ferramenta vantajosa para o engenheiro projetista pois a observação 
conjunta dos parâmetros modais (período de vibração, modo de vibração e fator de 
participação modal) oferecerá uma clara visão do tipo e da direção do modo de 
vibração da estrutura. Além disso, essa observação fornecerá ao engenheiro 
responsável pelo projeto, fundamentos para auxiliar nas possíveis providências a 
serem realizadas nas estruturas que apresentem sensibilidade aos efeitos de torção. 
O equacionamento do parâmetro 𝜒𝑇 utilizado nesse trabalho foi elaborado 
a partir da utilização de um carregamento lateral uniformemente distribuído para 
consideração dos efeitos de vento. Dessa forma, como sugestão para novos estudos, 
recomenda-se a realização de novas análises para adequar o parâmetro 𝜒𝑇 à esses 
efeitos de uma maneira mais realista, através da consideração dos efeitos dinâmicos 
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APENDICE A.1 Forma do pavimento do Modelo 1 (Escala 1:150) 
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APENDICE A.4 Forma do pavimento do Modelo 4 (Escala 1:150) 
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APENDICE A.6 Forma do pavimento do Modelo 6 (Escala 1:150) 
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APENDICE A.10 Forma do 5º Pavimento do Modelo 8 – Parte B (Escala 1:250) 
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APENDICE A.11 Forma do pavimento tipo do Modelo 8 (Escala 1:150) 
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APÊNDICE A.12 Forma do pavimento térreo (Estrutura com 4 Pavimentos) do Modelo 9 (Escala 1:150) 
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APÊNDICE A.13 Forma do pavimento térreo (Estrutura com 21 Pavimentos) do Modelo 9 (Escala 1:150)
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1 0,00 53,41 118,02 0,00 0,00 
2 0,50 53,41 118,02 26,71 59,01 
3 0,50 53,41 118,02 26,71 59,01 
4 0,60 53,41 118,02 32,05 70,81 
5 0,60 53,41 118,02 32,05 70,81 
6 0,60 53,41 118,02 32,05 70,81 
7 0,68 53,41 118,02 32,05 70,81 
8 0,85 53,41 118,02 36,50 80,64 
9 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
10 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
11 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
12 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
13 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
14 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
15 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
16 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
17 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
18 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
19 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
20 0,85 53,41 118,02 45,40 100,32 
21 1,00 53,41 118,02 53,41 118,02 
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1 0,00 56,43 99,60 0,00 0,00 
2 0,50 56,43 99,60 28,22 49,80 
3 0,50 56,43 99,60 28,22 49,80 
4 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
5 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
6 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
7 0,68 56,43 99,60 33,86 59,76 
8 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
9 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
10 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
11 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
12 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
13 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
14 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
15 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
16 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
17 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
18 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
19 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
20 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
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1 0,00 40,30 102,30 0,00 0,00 
2 0,50 40,30 102,30 20,15 51,15 
3 0,50 40,30 102,30 20,15 51,15 
4 0,60 40,30 102,30 24,18 61,38 
5 0,60 40,30 102,30 24,18 61,38 
6 0,60 40,30 102,30 24,18 61,38 
7 0,60 40,30 102,30 24,18 61,38 
8 0,68 40,30 102,30 27,54 69,90 
9 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
10 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
11 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
12 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
13 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
14 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
15 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
16 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
17 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
18 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
19 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
20 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
21 0,85 40,30 102,30 34,26 86,96 
22 1,00 40,30 102,30 40,30 102,30 
23 1,00 40,30 102,30 40,30 102,30 
24 1,00 40,30 102,30 40,30 102,30 
25 1,00 40,30 102,30 40,30 102,30 
26 1,00 40,30 102,30 40,30 102,30 
27 1,00 40,30 102,30 40,30 102,30 
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1 0,00 60,38 111,82 0,00 0,00 
2 0,54 60,38 111,82 32,61 60,38 
3 0,54 60,38 111,82 32,61 60,38 
4 0,65 60,38 111,82 39,13 72,46 
5 0,65 60,38 111,82 39,13 72,46 
6 0,65 60,38 111,82 39,13 72,46 
7 0,65 60,38 111,82 39,13 72,46 
8 0,74 60,38 111,82 44,56 82,52 
9 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
10 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
11 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
12 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
13 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
14 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
15 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
16 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
17 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
18 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
19 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
20 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
21 0,92 60,38 111,82 55,43 102,65 
22 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
23 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
24 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
25 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
26 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
27 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
28 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
29 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
30 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
31 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
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32 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
33 1,08 60,38 111,82 65,21 120,77 
34 1,30 60,38 111,82 78,25 144,92 
35 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
36 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
37 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
38 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
39 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
40 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
41 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
42 1,40 60,38 111,82 84,77 157,00 
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1 0,00 82,27 123,19 0,00 0,00 
2 0,61 82,27 123,19 50,01 74,88 
3 0,61 82,27 123,19 50,01 74,88 
4 0,73 82,27 123,19 60,01 89,85 
5 0,73 82,27 123,19 60,01 89,85 
6 0,73 82,27 123,19 60,01 89,85 
7 0,73 82,27 123,19 60,01 89,85 
8 0,83 82,27 123,19 68,34 102,33 
9 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
10 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
11 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
12 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
13 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
14 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
15 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
16 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
17 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
18 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
19 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
20 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
21 1,03 82,27 123,19 85,01 127,29 
22 1,22 82,27 123,19 100,01 149,76 
23 1,22 82,27 123,19 100,01 149,76 
24 1,22 82,27 123,19 100,01 149,76 
25 1,22 82,27 123,19 100,01 149,76 
26 1,22 82,27 123,19 100,01 149,76 
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1 0,00 62,03 65,16 0,00 0,00 
2 0,59 62,03 65,16 36,72 38,57 
3 0,71 62,03 65,16 44,29 46,52 
4 0,80 62,03 65,16 49,38 51,87 
5 0,86 62,03 65,16 53,41 56,10 
6 0,91 62,03 65,16 56,70 59,56 
7 0,96 62,03 65,16 59,55 62,55 
8 1,00 62,03 65,16 62,09 65,23 
9 1,04 62,03 65,16 64,39 67,64 
10 1,07 62,03 65,16 66,50 69,85 
11 1,10 62,03 65,16 68,36 71,81 
12 1,13 62,03 65,16 70,16 73,70 
13 1,16 62,03 65,16 71,83 75,46 
14 1,18 62,03 65,16 73,38 77,08 
15 1,21 62,03 65,16 74,87 78,65 
16 1,23 62,03 65,16 76,23 80,08 
17 1,25 62,03 65,16 77,60 81,52 
18 1,27 62,03 65,16 78,90 82,88 
19 1,29 62,03 65,16 80,14 84,19 
20 1,31 62,03 65,16 81,32 85,42 
21 1,33 62,03 65,16 82,44 86,60 
22 1,35 62,03 65,16 83,49 87,71 
23 1,36 62,03 65,16 84,61 88,88 
24 1,38 62,03 65,16 85,60 89,92 
25 1,40 62,03 65,16 86,59 90,96 
26 1,41 62,03 65,16 87,59 92,01 
27 1,43 62,03 65,16 88,45 92,92 
28 1,44 62,03 65,16 89,39 93,90 
29 1,46 62,03 65,16 90,25 94,81 
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1 0,00 82,25 120,80 0,00 0,00 
2 0,58 82,25 120,80 47,29 69,46 
3 0,58 82,27 123,19 47,31 70,83 
4 0,69 82,27 123,19 56,77 85,00 
5 0,69 82,27 123,19 56,77 85,00 
6 0,69 82,27 123,19 56,77 85,00 
7 0,69 82,27 123,19 56,77 85,00 
8 0,79 48,6 92,48 38,20 72,69 
9 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
10 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
11 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
12 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
13 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
14 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
15 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
16 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
17 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
18 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
19 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
20 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
21 0,98 39,6 71,28 38,73 69,71 
22 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
23 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
24 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
25 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
26 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
27 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
28 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
29 1,15 39,6 71,28 45,54 81,97 
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1 0,00 128,92 128,95 0,00 0,00 
2 0,93 128,92 128,95 119,65 119,68 
3 1,05 143,44 131,09 150,83 137,84 
4 1,13 143,44 131,09 162,24 148,28 
5 1,19 143,44 131,09 170,87 156,15 
6 1,24 61,8 58,32 76,63 72,32 
7 1,28 61,8 58,32 79,19 74,73 
8 1,32 61,8 58,32 81,42 76,83 
9 1,35 61,8 58,32 83,40 78,70 
10 1,38 61,8 58,32 85,19 80,39 
11 1,40 61,8 58,32 86,82 81,93 
12 1,43 61,8 58,32 88,32 83,35 
13 1,45 61,8 58,32 89,72 84,66 
14 1,47 61,8 58,32 91,01 85,89 
15 1,49 61,8 58,32 92,24 87,04 
16 1,51 61,8 58,32 93,39 88,13 
17 1,56 61,8 58,32 96,33 90,91 
18 1,55 61,8 58,32 95,52 90,14 
19 1,56 61,8 58,32 96,51 91,07 
20 1,58 61,8 58,32 97,45 91,96 
21 1,59 61,8 58,32 98,35 92,82 
22 1,61 61,8 58,32 99,22 93,63 
23 1,62 61,8 58,32 100,05 94,42 
24 1,63 61,8 58,32 100,86 95,18 
25 1,64 61,8 58,32 101,64 95,91 
26 1,66 61,8 58,32 102,38 96,62 
27 1,67 61,8 58,32 103,11 97,30 
28 1,68 61,8 58,32 103,81 97,97 
29 1,69 61,8 58,32 104,49 98,61 
30 1,70 61,2 58,32 104,14 99,24 
31 1,71 61,8 58,32 105,80 99,84 
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32 1,72 36,45 19,65 62,77 33,84 
33 1,73 36,45 19,65 63,13 34,03 
 
 
























1 0,00 56,43 99,60 0,00 0,00 
2 0,50 56,43 99,60 28,22 49,80 
3 0,50 56,43 99,60 28,22 49,80 
4 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
5 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
6 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
7 0,60 56,43 99,60 33,86 59,76 
8 0,68 56,43 99,60 38,56 68,06 
9 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
10 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
11 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
12 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
13 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
14 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
15 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
16 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
17 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
18 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
19 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
20 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
21 0,85 56,43 99,60 47,97 84,66 
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 APÊNDICE C.1 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,02 0,00 0,02 0,19 0,00 1,00 0,02 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,02 1,00 0,08 1,00 0,04 0,00 0,17 1,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,08 1,00 0,08 0,00 0,00 0,00 0,17 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,02 1,00 0,08 1,00 0,04 0,00 0,17 1,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,19 0,04 0,00 0,04 1,00 0,00 0,56 0,01 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,17 0,00 0,17 0,56 0,00 1,00 0,08 
𝛾𝑍 0,02 1,00 0,17 1,00 0,01 0,00 0,08 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.2 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,35 0,35 0,35 0,01 0,00 0,91 0,16 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,35 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 1,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,35 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 1,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,35 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 1,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,01 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,17 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,91 0,17 0,17 0,17 0,17 0,00 1,00 0,17 
𝛾𝑍 0,16 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 1,00 
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 APÊNDICE C.3 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,09 0,00 0,09 0,01 0,00 1,00 1,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,09 1,00 0,30 1,00 0,53 0,00 0,30 0,30 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,30 1,00 0,30 0,30 0,00 0,01 0,01 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,09 1,00 0,30 1,00 0,53 0,00 0,30 0,30 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,01 0,53 0,30 0,53 1,00 0,00 0,03 0,03 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,30 0,01 0,30 0,03 0,00 1,00 1,00 
𝛾𝑍 1,00 0,30 0,01 0,30 0,03 0,00 1,00 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.4 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,39 0,39 0,39 0,08 0,00 1,00 1,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,39 1,00 1,00 1,00 0,03 0,00 0,15 0,30 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,39 1,00 1,00 1,00 0,03 0,00 0,15 0,30 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,39 1,00 1,00 1,00 0,03 0,00 0,15 0,30 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,08 0,03 0,03 0,03 1,00 0,00 0,53 0,30 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,15 0,15 0,15 0,53 0,00 1,00 1,00 
𝛾𝑍 1,00 0,30 0,30 0,30 0,30 0,00 1,00 1,00 
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 APÊNDICE C.5 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 1,00 1,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,00 1,00 0,72 1,00 0,92 0,00 0,04 0,02 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,72 1,00 0,72 0,49 0,00 0,02 0,01 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,00 1,00 0,72 1,00 0,72 0,00 0,04 0,02 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,01 0,92 0,49 0,72 1,00 0,00 0,17 0,04 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,04 0,02 0,04 0,17 0,00 1,00 1,00 
𝛾𝑍 1,00 0,02 0,01 0,02 0,04 0,00 1,00 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.6 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,08 0,08 0,08 0,04 0,00 1,00 1,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,08 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 0,17 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,08 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 0,17 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,08 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,17 0,17 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,04 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,17 0,17 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,17 0,17 0,17 0,17 0,00 1,00 1,00 
𝛾𝑍 1,00 0,17 0,17 0,17 0,17 0,00 1,00 1,00 
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 APÊNDICE C.7 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,00 0,00 0,00 0,11 0,00 1,00 0,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,00 1,00 1,00 1,00 0,77 0,00 0,01 0,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 1,00 1,00 1,00 0,77 0,00 0,01 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,00 1,00 1,00 1,00 0,77 0,00 0,01 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,11 0,77 0,77 0,77 1,00 0,00 0,10 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,01 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,01 0,01 0,01 0,10 0,00 1,00 0,00 
𝛾𝑍 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.8 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,03 0,00 0,03 0,02 0,00 1,00 0,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,03 1,00 0,92 1,00 0,00 0,00 0,03 0,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,92 1,00 0,92 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,03 1,00 0,92 1,00 0,00 0,00 0,03 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,02 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,17 0,77 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,03 0,00 0,03 0,17 0,00 1,00 0,02 
𝛾𝑍 0,00 0,00 0,00 0,00 0,77 0,00 0,02 1,00 
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 APÊNDICE C.9 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,12 0,00 0,12 0,12 0,00 1,00 0,74 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,12 1,00 0,08 1,00 0,01 0,00 0,15 0,04 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,08 1,00 0,08 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,12 1,00 0,08 1,00 0,01 0,00 0,15 0,04 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,12 0,01 0,00 0,01 1,00 0,00 0,70 0,70 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,15 0,00 0,15 0,70 0,00 1,00 0,99 
𝛾𝑍 0,74 0,04 0,00 0,04 0,70 0,00 0,99 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.10 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,22 0,05 0,39 0,11 0,00 1,00 0,62 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,22 1,00 0,99 1,00 0,00 0,00 0,15 0,04 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,05 0,99 1,00 0,91 0,00 0,00 0,04 0,01 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,39 1,00 0,91 1,00 0,01 0,00 0,28 0,08 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,11 0,00 0,00 0,01 1,00 0,00 0,28 0,70 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,15 0,04 0,28 0,28 0,00 1,00 0,99 
𝛾𝑍 0,62 0,04 0,01 0,08 0,70 0,00 0,99 1,00 
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 APÊNDICE C.11 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,97 0,00 0,97 0,00 0,00 0,50 1,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,97 1,00 0,00 1,00 0,03 0,00 0,34 1,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,97 1,00 0,00 1,00 0,03 0,00 0,34 1,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,00 0,03 0,00 0,03 1,00 0,00 0,54 0,05 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,50 0,34 0,00 0,34 0,54 0,00 1,00 0,76 
𝛾𝑍 1,00 1,00 0,00 1,00 0,05 0,00 0,76 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.12 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,07 0,07 0,07 0,14 0,00 0,99 1,00 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,07 1,00 1,00 0,76 0,00 0,00 0,03 0,11 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,07 1,00 1,00 0,76 0,00 0,00 0,03 0,11 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,07 0,76 0,76 1,00 0,01 0,00 0,03 0,11 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,14 0,00 0,00 0,01 1,00 0,00 0,54 0,11 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,99 0,03 0,03 0,03 0,54 0,00 1,00 0,94 
𝛾𝑍 1,00 0,11 0,11 0,11 0,11 0,00 0,94 1,00 
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 APÊNDICE C.13 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,22 0,00 0,22 0,00 0,00 0,11 0,11 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,22 1,00 0,03 1,00 0,00 0,00 0,00 0,54 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,03 1,00 0,03 0,00 0,00 0,00 0,01 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,22 1,00 0,03 1,00 0,00 0,00 0,01 0,54 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,20 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,11 0,00 0,00 0,01 0,20 0,00 1,00 0,00 
𝛾𝑍 0,11 0,54 0,01 0,54 0,00 0,00 0,00 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.14 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,22 0,00 0,22 0,00 0,00 0,11 0,89 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,22 1,00 0,03 1,00 0,00 0,00 0,00 0,06 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,03 1,00 0,03 0,00 0,00 0,00 0,06 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,22 1,00 0,03 1,00 0,00 0,00 0,01 0,06 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,20 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,11 0,00 0,00 0,01 0,20 0,00 1,00 0,34 
𝛾𝑍 0,89 0,06 0,06 0,06 0,00 0,00 0,34 1,00 
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 APÊNDICE C.15 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,26 0,99 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,00 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 1,00 1,00 0,96 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,00 1,00 0,96 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,01 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,26 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 1,00 0,60 
𝛾𝑍 0,99 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,60 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.16 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,08 0,56 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,00 1,00 0,25 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,25 1,00 0,25 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,00 1,00 0,25 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,08 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,40 
𝛾𝑍 0,56 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,40 1,00 









167 APÊNDICE C – Teste Kolmogorov-Smirnov Aplicado aos Modelos Analisados para                                      
Comparação Entre as Hipóteses Propostas 
 
 APÊNDICE C.17 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,00 0,00 0,00 0,12 0,00 0,96 0,46 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,00 1,00 0,30 1,00 0,03 0,00 0,00 0,00 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,00 0,30 1,00 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,00 1,00 0,30 1,00 0,03 0,00 0,00 0,00 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,12 0,03 0,00 0,03 1,00 0,00 0,53 0,80 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 0,96 0,00 0,00 0,00 0,53 0,00 1,00 0,97 
𝛾𝑍 0,46 0,00 0,00 0,00 0,80 0,00 0,97 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
APÊNDICE C.18 Resultados do Teste de Kolmogorov-Smirnov para comparação entre as hipóteses 






I II III IV IV V 𝛾𝑍 
Pilares Críticos 1,00 0,04 0,04 0,04 0,04 0,00 1,00 0,94 
Hipótese I – 1º Flex. (original) 0,04 1,00 0,97 1,00 0,00 0,00 0,03 0,03 
Hipótese II – 1º Modo de Vibr. 0,04 0,97 1,00 0,97 0,00 0,00 0,03 0,01 
Hipótese III – 1º Modo Flex. 0,04 1,00 0,97 1,00 0,00 0,00 0,07 0,07 
Hipótese IV – Média Geom.75% 0,04 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,30 0,15 
Hipótese IV – Média Geom.90% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 
Hipótese V – Média Ponderada 1,00 0,03 0,03 0,07 0,30 0,00 1,00 1,00 
𝛾𝑍 0,94 0,03 0,01 0,07 0,15 0,00 1,00 1,00 
Os valores em negrito indicam valores de p > 5% (nível de significância) 
 
 
 
 
 
 
